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e-mail: janovskd@vscht.cz

13. února 2011

1 Úvod

Diskrétńı metody řešeńı diferenciálńıch rovnic jako např. metoda śıt́ı umožňuj́ı naj́ıt řešeńı dife-
renciálńı rovnice pouze v diskrétńıch bodech dané oblasti. Přibližná řešeńı, kterými se budeme
zabývat v našem př́ıspěvku, jsou spojitá, a tedy umožňuj́ı zjistit přibližné řešeńı v libovolném
bodě dané oblasti a na jej́ı hranici.

Kapitola 2 je věnována metodě vážených residúı. Tato metoda je sice jednou z nejstarš́ıch
metod pro numerické řešeńı diferenciálńıch rovnic, ale současně je ned́ılnou součást́ı moderńıch
baĺık̊u programů. Uvedeme základńı myšlenku a dvě konkrétńı varianty této metody: metodu
kolokaćı a metodu nejmenš́ıch čtverc̊u. Metodu vážených residúı lze považovat za předch̊udce
metody konečných prvk̊u, což byl hlavńı d̊uvod jej́ıho zařazeńı do tohoto výkladu.

Metoda konečných prvk̊u je jedńım ze základńıch moderńıch nástroj̊u, které umožňuj́ı nu-
merické řešeńı diferenciálńıch rovnic, zejména parciálńıch diferenciálńıch rovnic eliptického a
parabolického typu. Je založena na variačńı formulaci okrajové úlohy a aproximuje přesné
řešeńı po částech polynomiálńımi funkcemi (nám zde postač́ı funkce po částech lineárńı). Jej́ım
základ̊um je věnována kapitola 6. Nejprve uvedeme nezbytné minimum funkcionálńı analýzy
tak, abychom byli schopni zformulovat diferenciálńı problém variačně a následně rozhodnout
o existenci slabého řešeńı našeho problému a toto řešeńı naj́ıt. Základńı myšlenku metody
konečných prvk̊u ukážeme na jednoduchých jednodimenzionálńıch úlohách. V závěru se budeme
zabývat metodou konečných prvk̊u pro řešeńı diferenciálńıch rovnic eliptického a parabolického
typu.

2 Metoda vážených residúı

Řešme následuj́ıćı okrajovou úlohu:

L(u) = f na Ω ⊂ Rn , (1)

B(u) = r na Γ = ∂Ω . (2)

Protože hledáme spojitou aproximaci přesného řešeńı, předpokládáme, že přibližné řešeńı û
má tvar

û(x) = Ψ(x) +
P∑

m=1

αmNm(x) , kde (3)
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Ψ je známá funkce, která splňuje přesně okrajovou podmı́nku na Γ, Nm je lineárně nezávislý
systém známých tzv. testovaćıch funkćı, který splňuje

Nm(x) = 0 ∀x ∈ Γ ∀m,

αm jsou neznámé konstanty, které hledáme tak, aby chyba aproximace byla minimálńı (obvykle
pro jednoduchost û je lineárńı v αm) a P je konečné č́ıslo. Tedy spojitý problém (1), (2), který
má nekonečně mnoho stupň̊u volnosti, redukujeme na přibližně ekvivalentńı problém s P stupni
volnosti. Úloha vede k řešeńı P lineárńıch algebraických rovnic pro P neznámých αm.

Poznámka 2.1 Poznamenejme, že v počátečńıch úlohách funkce Ψ, Nm i koeficienty αm záviśı
na čase t:

Ψ = Ψ(x, t) , Nm = Nm(x, t) , αm = αm(t) .

Označme RΩ residuum na oblasti Ω, RΓ hraničńı residuum:

RΩ = L(û)− f v Ω , RΓ = B(û)− r na Γ .

Metoda vážených residúı vyžaduje, aby vážené integrály residúı byly nulové:∫
Ω

wiRΩdΩ +

∫
Γ

wiRΓdΓ = 0 , (4)

kde wi = wi(x), wi = wi(x), i = 1, 2, . . . , P , jsou dva (obecně r̊uzné) lineárně nezávislé systémy
váhových funkćı.

Je-li rovnice (4) splněna pro všechna i = 1, . . . P , P −→ +∞ , pak RΩ −→ 0 ∀x ∈ Ω a
RΓ −→ 0 ∀x ∈ Γ .

Metody vážených residúı lze rozdělit na tři typy metod:

a) vnitřńı metody - to jsou takové metody, pro které plat́ı RΓ = 0 , neboli přibližné řešeńı
splňuje okrajové podmı́nky přesně, diferenciálńı rovnici (a počátečńı podmı́nky) přibližně;

b) hraničńı metody - to jsou metody, pro které RΩ = 0 , tj. diferenciálńı rovnice (a počátečńı
podmı́nky) je splněna přesně, zat́ımco okrajové podmı́nky aproximujeme;

c) smı́̌sené metody - přibližné řešeńı nesplňuje přesně ani okrajové podmı́nky, ani diferenciálńı
rovnici, tj. RΓ 6= 0 , RΩ 6= 0 .

2.1 Vnitřńı metody

Funkci Ψ a testovaćı funkce Nm vyb́ıráme tak, aby hraničńı residuum bylo nulové, tj. aby na
Γ bylo B(û) = r , Nm = 0 , m = 1, 2, . . . , P . Přibližné řešeńı û hledáme ve tvaru (3) a rovnice
(4) se redukuje na rovnici ∫

Ω

wiRΩdΩ = 0 . (5)

Uvědomme si, že řeš́ıme-li diferenciálńı rovnici, muśıme aproximovat také př́ıslušné parciálńı
derivace, které v rovnici vystupuj́ı. Je-li např. Ω ⊂ R3, pak

û(x) = Ψ(x) +
P∑

m=1

αmNm(x) ,
∂û

∂xi

(x) =
∂Ψ

∂xi

(x) +
P∑

m=1

αm
∂Nm

∂xi

(x) , i = 1, 2, 3 , x ∈ R3 .
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Předpokládejme, že L je lineárńı diferenciálńı operátor, a dosad’me přibližné řešeńı do rov-
nice (5):∫

Ω

wiRΩdΩ =

∫
Ω

wi(L(û)− f)dΩ =

∫
Ω

wi(L(Ψ) + L(
P∑

m=1

αmNm)− f)dΩ = 0 , i = 1, . . . , P .

Dostaneme soustavu P lineárńıch algebraických rovnic pro P neznámých:

Ka = b , (6)

kde prvky kim, i,m = 1, . . . , P , matice K a složky bi, i = 1, . . . , P , vektoru pravých stran b
maj́ı tvar:

kim =

∫
Ω

wiL(Nm)dΩ , bi =

∫
Ω

wifdΩ−
∫

Ω

wiL(Ψ)dΩ ,

složky vektoru a = (α1, α2, . . . , αP )T jsou hledané koeficienty lineárńı kombinace bázových
funkćı v (3).

Výsledná α1, . . . , αP dosad́ıme do (3) a źıskáme hledané přibližné řešeńı û.

Pro hraničńı a smı́̌sené metody vážených residúı je postup odvozeńı výsledné soustavy
lineárńıch algebraických rovnic zcela analogický. Slabinou metod typu vážených residúı je, že
matice K je obecně plná, nesymetrická, nemá pásovou strukturu.

2.2 Volba váhových funkćı

Zat́ım jsme se nezabývali konkrétńım výběrem váhových funkćı. Podle jejich volby dostaneme
r̊uzné metody. Uved’me alespoň dvě.

2.2.1 Kolokačńı metoda

Zvolme za váhové funkce wi Diracovy δ−funkce:

wi = δ(x− xi) , i = 1, 2, . . . , P ,

přičemž plat́ı

δ(x− xi) =

{
0 x 6= xi

∞ x = xi

∫ x>xi

x<xi

G(x)δ(x− xi)dΩ = G(xi) .

Podrobná definice a popis vlastnost́ı Diracovy δ−funkce přesahuje rámec tohoto př́ıspěvku.
Připomı́náme jen, že Diracova δ−funkce je tzv. distribuce (=zobecněná funkce, nikoliv funkce).
Podrobnosti najde čtenář např́ıklad v [11].

Dosad́ıme-li tyto váhové funkce do rovnice (5), dostaneme∫
Ω

wiRΩdΩ︸ ︷︷ ︸ =

∫
Ω

wi(L(Ψ) + L(
P∑

m=1

αmNm)− f)dΩ = 0

=

∫
Ω

δ(x− xi)RΩ(x)dΩ = RΩ(xi) , i = 1, . . . , P .
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Jinými slovy, tento výběr váhových funkćı je ekvivalentńı požadavku, aby residuum bylo rovno
nule v P libovolně vybraných bodech xi ∈ Ω (tzv. kolokačńıch bodech). S rostoućım P je
residuum nulové ve v́ıce a v́ıce bodech.

Kĺıčovou otázkou ovšem je, kam umı́stit kolokačńı body. Jejich rozmı́stěńı v Ω hraje roz-
hoduj́ıćı roli pro konvergenci źıskaného přibližného řešeńı k přesnému řešeńı daného problému.
Lze ukázat, že pro obyčejné diferenciálńı rovnice je residuum minimálńı, zvoĺıme-li kolokačńı
body jako kořeny Čebyševových polynomů.

Př́ıklad 2.1 Metodou kolokaćı hledejme řešeńı rovnice

u′′(x) + u(x) + x2 = 0 , x ∈ (0; 1) , (7)

splňuj́ıćı okrajovou podmı́nku
u(0) = u(1) = 0 . (8)

Testovaćı funkce voĺıme dle následuj́ıćıho předpisu:

û(P )(x) =
P∑

j=1

αjx
j(1− x) , (9)

kde P je počet kolokačńıch bod̊u.

Řešeńı źıskané pomoćı jednoho kolokačńıho bodu:
Pro P = 1 źıskáme dosazeńım do (9) testovaćı funkci ve tvaru:

û(1)(x) = α1x(1− x) .

Tuto testovaćı funkci dosad́ıme do rovnice (7) a dostaneme

RΩ(x) = −2α1 + α1x(1− x) + x2 = α1(−2 + x− x2) + x2 = 0 .

Zvoĺıme-li např. kolokačńı bod x =
1

2
, je α1 =

1

7
a přiblǐzné řešeńı

u(1)(x) =
1

7
x(1− x) .

Řešeńı źıskané pomoćı dvojice kolokačńıch bod̊u:
Testovaćı funkce pro dva kolokačńı body má tvar:

û(2)(x) = α1x(1− x) + α2x
2(1− x) .

Pak
RΩ(x) = −2(α1 − α2 + 3α2x) + α1(x− x2) + α2(x

2 − x3) + x2 =
= α1(x− 2− x2) + α2(−x3 + x2 − 6x+ 2) + x2 = 0

a zvoĺıme-li kolokačńı body např. x =
1

3
a x =

2

3
dostaneme α1 =

29

416
, α2 =

9

52
. Výsledné

přiblǐzné řešeńı pro tyto dva kolokačńı body je tedy

û(2)(x) =
29

416
x(1− x) +

9

52
x2(1− x) .

Snadno lze ověřit, že přesné řešeńı úlohy (7), (8) je

u(x) =
2 cos 1− 1

sin 1
sin x− 2 cos x− x2 + 2.
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Srovnání p esného ešení rovnice u''(x)+ u(x) + x2 = 0
a ešení získaných metodou kolokací

�

2.2.2 Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Zvoĺıme-li za váhové funkce wi funkce

wi =
∂RΩ

∂αi

, i = 1, . . . , P ,

a dosad́ıme-li tyto funkce do rovnice (5), dostaneme∫
Ω

wiRΩdΩ = 0 ⇐⇒
∫

Ω

(
∂RΩ

∂αi

)
RΩdΩ = 0 ,

a tedy dostaneme metodu nejmenš́ıch čtverc̊u:
Položme (v1 je tzv. ”tuning” parametr, nezáviśı na αi a je vyb́ırán libovolně, obvykle v1 = 1)

E(α1, . . . , αP ) =

∫
Ω

v1(RΩ)2dΩ

a minimalizujme E vzhledem k αi. Všechny prvńı parciálńı derivace funkce E muśı být nulové:

∂E

∂αi

= 2

∫
Ω

v1

(
∂RΩ

∂αi

)
RΩdΩ = 0 , i = 1, . . . , P .
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Dostaneme opět soustavu P lineárńıch algebraických rovnic pro P neznámých

Ka = b .

Matice K je sice symetrická, ale často špatně podmı́něná.

Nebudeme se podrobně zabývat metodami numerického řešeńı soustav lineárńıch alge-
braických rovnic. Čtenář jich najde velké množstv́ı např. v [4] (klasické metody i metody blokové
a metody vhodné pro velké ř́ıdké matice soustavy), [5] (iteračńı metody, metoda sdružených
gradient̊u), [12] (iteračńı metody), [15] (v́ıceúrovňové metody), [13] (klasická učebnice nume-
rické matematiky). Stručný přehled těchto metod může čtenář naj́ıt i v [9].

Poznámka 2.2 Zmiňme se ještě o jedné metodě – předch̊udci metody konečných prvk̊u. Je to
tzv. Bubnova-Galerkinova metoda, která požaduje, aby váhové a testovaćı funkce byly stejné
lineárně nezávislé systémy funkćı:

wi(x) = Ni(x) , i = 1, 2, . . . , P.

Dostaneme soustavu lineárńıch algebraických rovnic

Ka = b , kde K je symetrická matice ,

Kim =

∫
Ω

NiL(Nm)dΩ , i,m = 1, 2, . . . , P.

2.3 Př́ıklady

1.
d

dx

(
(1 + x)

dϕ

dx

)
= 0 , pro x ∈ (0, 1) ,

ϕ(0) = 0 , ϕ(1) = 1 .

Řešeńı aproximujte funkćı

ϕ̂(x) =
2∑

m=1

αm sin
mπx

2

a určete celkové residuum R = RΩ +RΓ.

2.

−2u

(
d2u

dx2

)
+

(
du

dx

)2

= 4 , pro x ∈ (0, 1) ,

u(0) = 1 , u(1) = 0 .

Řešeńı aproximujte funkćı

û(x) =
3∑

n=1

αn sin(nπx)

a určete celkové residuum R = RΩ +RΓ.
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3. Stacionárńı vedeńı tepla bez zdroje

d2T

dx2
+

d2T

dy2
= 0 , pro x ∈ (−1, 1) , y ∈ (−1, 1) ,

T = 0 pro y = ±1 ,
dT

dx
= cos

πy

2
pro x = ±1 .

Řešeńı aproximujte funkćı

T̂ (x, y) =
5∑

m=1

αmNm(x, y) , kde

N1(x, y) = 1− y2 , N2(x, y) = (1− y2)x2 ,
N3(x, y) = (1− y2)y2 , N4(x, y) = (1− y2)x2y2 ,
N5(x, y) = (1− y2)x4 .

Určete celkové residuum R = RΩ +RΓ.

4.
d2u

dx2
+ u+ x2 = 0 , pro x ∈ (0, 1) ,

u(0) = u(1) = 0 .

Přesné řešeńı:

u(x) = 2− 2 cos x− 1− 2 cos 1

sin 1
sin x− x2 .

Řešeńı aproximujte funkćı

û(x) =
P∑

j=1

αjx
j(1− x) (Nj(x) = xj(1− x)) .

Metodou kolokaćı a metodou nejmenš́ıch čtverc̊u najděte přibližné řešeńı pro P = 1,
P = 2 Výsledky porovnejte (vzájemně i s přesným řešeńım). Vše znázorněte graficky.

5. Vedeńı tepla

k
d2T

dx2
+ S(x) = 0 , x ∈ (0, 1) ,

T (0) = T (1) = 0 , k := 0, 01 , S(x) = x5 .

Přibližné řešeńı hledejte ve tvaru

T̂ (x) =
2∑

m=1

αmx(1− xm) .

1. Vypočtěte přesné řešeńı.

2. Určete celkové residuum Rx = RΩ +RΓ.

3. Použit́ım kolokačńı metody určete α1, α2. Za kolokačńı body zvolte

x =
1

3
, x =

2

3
.
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3 Minimum funkcionálńı analýzy

Než se budeme moci zabývat metodou konečných prvk̊u, muśıme se seznámit alespoň stručně
se základy funkcionálńı analýzy. Pro zv́ıdavé čtenáře lze k podrobněǰśımu studiu funkcionálńı
analýzy doporučit např. klasickou učebnici [14] nebo skripta [16].

Metoda konečných prvk̊u je založena na variačńı formulaci dané úlohy a umožňuje nám
naj́ıt tzv. slabé řešeńı.
Uvažujme okrajovou úlohu:

Lu(x) = f(x) v Ω , (10)

Su(x) = g(x) na Γ = ∂Ω (11)

Tuto úlohu lze formulovat jako tzv. variačńı úlohu:
? u ∈ H (H . . . Hilbert̊uv)

a(u, v) = F (v) ∀v ∈ H , (Galerkin) (12)

kde a(u, v) je nějaká bilineárńı forma a F je lineárńı spojitý funkcionál na H.
Náš problém můžeme rovněž formulovat jako úlohu pro hledáńı řešeńı jisté operátorové rovnice

Tu = y , (Ritz) (13)

kde řešeńı u ∈ H je bod, v němž jistý tzv. energetický funkcionál nabývá svého minima. Plat́ı
i naopak: Je-li u ∈ H takové, že v u nabývá energetický funkcionál svého minima, je toto u
řešeńım naš́ı operátorové rovnice.

Abychom si mohli ukázat všechny souvislosti, muśıme se nejprve zabývat některými d̊uležitými
pojmy z funkcionálńı analýzy detailněji.

3.1 Základńı pojmy

V . . . lineárńı prostor

u, v ∈ V, λ, µ ∈ R(C) ⇒ λu+ µv ∈ V + 8 axiomů (14)

L : V −→ R . . . lineárńı funkcionál

L(λu+ µv) = λL(u) + µL(v) ∀u, v ∈ V, ∀λ, µ ∈ R (15)

Př́ıklad 3.1

V = C1(〈a, b〉), L(f) =

∫ b

a

f(x)dx

�

a : V × V −→ R . . . bilineárńı forma
(a je funkce lineárńı v každém jednotlivém argumentu)

a(λu+ µv, w) = λa(u,w) + µa(v, w)
∀u, v, w ∈ V, ∀λ, µ ∈ R

a(w, λu+ µv) = λa(w, u) + µa(w, v)
(16)
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Př́ıklad 3.2

a(v, w) =

∫ b

a

v(x)w(x)dx, v, w ∈ L2(〈a, b〉)

�

Definice 3.1 Řı́káme, že
a(., .) je symetrická bilineárńı forma ⇐⇒ a(w, v) = a(v, w) ∀v, w ∈ V
a(., .) je positivně definitńı bilineárńı forma ⇐⇒ a(v, v) > 0 ∀v ∈ V, v 6= 0
a( ., .) je omezená bilineárńı forma na V , jestlǐze ∃ konstanta M > 0 tak, že

|a(v, w)| ≤M‖v‖‖w‖ ∀v, w ∈ V . (17)

Symetrická bilineárńı forma a( ., .) je koercivńı (V-eliptická) na V , jestlǐze existuje kladná kon-
stanta α tak, že

a(v, v) ≥ α‖v‖2
V ∀ v ∈ V . (18)

a(u, v) symetrická, koercivńı bilineárńı forma =⇒ a( ., .) je positivně definitńı
skalárńı součin na V (značeńı: ( ., .), ( ., .)V ) . . . positivně definitńı, symetrická bilineárńı
forma na V

Př́ıklad 3.3

V = Rn, (u, v) =
n∑

i=1

uivi u = (u1, . . . , un) ∈ Rn, v = (v1, . . . vn) ∈ Rn

V = L2(Ω), (u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx, Ω ⊂ Rd otevřená

�

Lineárńı prostor, na němž je definován skalárńı součin . . . prostor se skalárńım součinem

Každý lineárńı prostor se skalárńım součinem je normovaný lineárńı prostor (n.l.p):
V lineárńı prostor, (. , .) skalárńı součin na V , normu na V definujeme předpisem:

‖v‖ =
√

(v, v) ∀v ∈ V (19)

(označeńı ‖.‖, ‖.‖V )

Definice 3.2 Norma na lineárńım prostoru V je funkce

‖ . ‖ : V −→ R+ :

1. ‖v‖ > 0 ∀v ∈ V, v 6= 0
2. ‖λv‖ = |λ| · ‖v‖ ∀v ∈ V, ∀λ ∈ R (ev.λ ∈ C)
3. ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖ ∀v, w ∈ V
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Poznámka 3.1 Poznamenejme, že
a) Nahrad́ıme-li 1. požadavkem
1′. |v| ≥ 0 ∀v ∈ V + 2. + 3. ⇒ | . | seminorma (m̊uže být nulová i pro nějaké nenulové v)
b) v, w ∈ V jsou ortogonálńı ⇐⇒ (v, w) = 0
c) Cauchyova-Schwarzova nerovnost:

|(w, v)| ≤ ‖w‖ · ‖v‖ ∀v, w ∈ V (20)

(rovnost plat́ı pouze pro w = λv pro nějaké λ ∈ R)

Př́ıklad 3.4 Př́ıklad seminormy:
V = {v ∈ C1(a, b), sup

x∈(a,b)

|v′(x)| <∞} . . . prostor hladkých funkćı s omezenou derivaćı

|v| = sup
x∈(a,b)

|v′(x)| . . . seminorma na V �

Konvergence ve V : {vi}∞i=1 ∈ V
Řekneme, že posloupnost {vi} konverguje k v ∈ V , tj. vi −→ v pro i −→∞
( lim
i→∞

vi = v), jestliže

‖vi − v‖ −→ 0 pro i −→∞

Definice 3.3 Řekneme, že posloupnost {vi}∞i=1 je Cauchyovská ve V , jestlǐze
‖vi − vj‖ −→ 0 pro i, j −→∞, přesněji jestlǐze

∀ε > 0 ∃n0 ∀i, j ≥ n0 ‖vi − vj‖ < ε

Definice 3.4 Prostor V se skalárńım součinem nazýváme úplný, jestlǐze každá Cauchyovská
posloupnost má limitu ve V :

{vi}∞i=1 Cauchyovská , lim
i→∞

vi = v a v ∈ V .

Úplný prostor se skalárńım součinem . . . Hilbert̊uv prostor
Úplný normovaný lineárńı prostor . . . Banach̊uv prostor

Poznámka 3.2 Pozor! Ne všechny normované lineárńı prostory jsou prostory se skalárńım
součinem

Př́ıklad 3.5 Ω ⊂ Rd otevřená,

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx . . . skalárńı součin v L2(Ω)

L2(Ω) s t́ımto skalárńım součinem je Hilbert̊uv prostor. Je to jediný Hilbert̊uv prostor ze všech
Lebesgueovských Lp−prostor̊u, viz odstavec 3.6.2. �
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3.1.1 Př́ıklady normovaných a Banachových prostor̊u

1. Vektorový prostor R reálných č́ısel je normovaný Banach̊uv prostor vzhledem k normě
||x|| = |x| , x ∈ R (|x| . . . absolutńı hodnota reálného č́ısla x).

2. Vektorový prostor R2 je normovaný Banach̊uv prostor vzhledem k následuj́ıćım normám:

1. ||a||1 = |x|+ |y| , kde a = (x, y) ∈ R2;

2. ||a||2 = max{|x|, |y|};
3. ||a||3 = (x2 + y2)1/2 .

3. Vektorový prostor C všech komplexńıch č́ısel je normovaný Banach̊uv prostor vzhledem
k normě ||z|| = |z| , z ∈ C (|z| . . . absolutńı hodnota komplexńıho č́ısla z).

4. Vektorový prostor Rn všech uspořádaných n−tic x = (x1, x2, . . . , xn) reálných č́ısel je
normovaný Banach̊uv prostor vzhledem k následuj́ıćım normám:

1. ||x||1 =
n∑

k=1

|xk|;

2. ||x||2 =

(
n∑

k=1

|xk|2
)1/2

;

3. ||x||3 =

(
n∑

k=1

|xk|p
)1/p

, kde 1 ≤ p <∞;

prostor Rn s touto normou se obvykle označuje `np .

4. ||x||4 = max{|x1|, |x2|, . . . , |xn|} ,

prostor Rn s touto normou se obvykle označuje `n∞ .

5. Vektorový prostor C〈a, b〉 všech reálných spojitých funkćı definovaných na intervalu 〈a, b〉
je normovaný prostor vzhledem k následuj́ıćım normám:

1. ||f ||1 =

∫ b

a

|f(x)|dx;

2. ||f ||2 =

(∫ b

a

|f(x)|2dx
)1/2

;

3. ||f ||3 = sup
a≤x≤b

|f(x)| .

Prostor C〈a, b〉 je normovaný Banach̊uv vektorový prostor s normou ||.||3. Ukážeme, že
C〈a, b〉 je také normovaný vektorový prostor s normou ||.||2, ale neńı v této normě Ba-
nach̊uv.

a) ||f || ≥ 0 protože

∫ b

a

|f(t)|2dt ≥ 0. ||f || = 0 ⇐⇒ |f(t)|2 = 0 ⇐⇒ f(t) = 0.

b) ||αf || =
(∫ b

a

|αf(t)|2dt
)1/2

= |α|
(∫ b

a

|f(t)|2dt
)1/2

= |α| ||f ||.

c) ||f +g|| =
(∫ b

a

|f + g|2dt
)1/2

≤
(∫ b

a

|f |2dt
)1/2

+

(∫ b

a

|g|2dt
)1/2

= ||f ||+ ||g|| (podle

11



Minkowského nerovnosti).
Tedy C〈a, b〉 je s touto normou také normovaný vektorový prostor.

Abychom ukázali, že C〈a, b〉 neńı s integrálńı normou Banach̊uv, uvažujme následuj́ıćı
př́ıklad: Necht’ a = −1, b = 1 ,

fn(t) =


0, −1 ≤ t ≤ 0,
nt, 0 < t < 1

n
,

1, 1
n
< t ≤ 1 .

Posloupnost {fn(t)} je Cauchyovská v C[−1, 1], ale nekonverguje k žádnému prvku C[−1, 1].

6. Vektorový prostor P [0, 1] všech polynomů na [0, 1] s normou ||x|| = sup
0≤t≤1

|x(t)| je normo-

vaný prostor.

7. Necht’ p ≥ 1 (p ne nutně přirozené č́ıslo). Lp označuje tř́ıdu všech reálných funkćı f(t),
takových, že f(t) je definovaná pro s.v. t (= pro všechna t až na množinu mı́ry nula),
je měřitelná a |f(t)|p je Lebesgueovsky integrovatelná na (−∞,+∞). Definujme na Lp

následuj́ıćı relaci ekvivalence:

f(t) ∼ g(t) ⇐⇒ f(t) = g(t) s.v.

Množina všech tř́ıd ekvivalence, na které je Lp takto rozděleno, se označuje Lp nebo Lp.
Lp je vektorový prostor a normovaný prostor vzhledem k normě

||f (1)|| =
(∫ +∞

−∞
|f (1)(t)|pdt

)1/p

,

kde f (1) reprezentuje tř́ıdu ekvivalence [f ]. Mı́sto intervalu (−∞,+∞) bychom mohli
uvažovat interval (0,+∞) nebo libovolný konečný interval (a, b) nebo libovolnou měřitelnou
množinu E.
Chápeme-li rovnost v obvyklém smyslu, neńı Lp normovaný prostor. Je to však semi-
normovaný prostor, což znamená, že ||f || = 0 i když f 6= 0.
Poznamenejme ještě, že nulový prvek Lp je tř́ıda ekvivalence, která obsahuje všechny
funkce f ∈ Lp, pro které je f(t) = 0 s.v.

8. Vektorový prostor C∞[a, b] všech nekonečněkrát spojitě diferencovatelných funkćı na [a, b]
je normovaný prostor vzhledem k normě

||f ||n,p =

(∫ b

0

n∑
i=0

|Dif(t)|pdt

)1/p

, 1 ≤ p ≤ ∞ ,

kde Di označuje i-tou derivaci.
Poznamenejme, že vektorový prostor C∞[a, b] může být normován nekonečně mnoha
zp̊usoby.

9. Necht’ Ck(Ω) označuje prostory všech reálných funkćı n proměnných definovaných na
Ω (otevřená podmnožina Rn), které jsou spojitě diferencovatelné až do řádu k. Necht’
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α = (α1, α2, . . . , αn), kde αi, i = 1, . . . , n, jsou nezáporná přirozená č́ısla a |α| =
n∑

i=1

αi.

Pak pro f ∈ Ck(Ω) existuj́ı a jsou spojité derivace

Dαf =
∂|α|f

∂tα1
1 · · · ∂tαn

n

, |α| ≤ k.

Ck(Ω) je normovaný prostor vzhledem k normě

||f ||k,α = max
0≤|α|≤k

{sup |Dαf |} .

10. Necht’ C∞0 (Ω) je prostor všech nekonečněkrát spojitě diferencovatelných funkćı s kom-
paktńım nosičem na Ω (otevřená podmnožina Rn). C∞0 (Ω) je normovaný prostor vzhledem
k normě

||f ||k,p =

∫
Ω

∑
|α|≤k

|Dαf(t)|pdt

1/p

.

3.2 Podprostory a projekce

V . . . Hilbert̊uv, V0 ⊂ V lineárńı podprostor
Řekneme, že V0 je uzavřený, jestliže obsahuje limity všech posloupnost́ı ve V0, tj.

{vj}∞j=1 ⊂ V0 , vj −→ v pro j −→∞ ⇒ v ∈ V0

V tomto př́ıpadě je V0 také Hilbert̊uv se stejným skalárńım součinem jako V .

Necht’ V0 ⊂ V je uzavřený. Pak každý prvek v ∈ V lze jednoznačně zapsat ve tvaru

v = v0 + u, kde v0 ∈ V0 a u je ortogonálńı k V0. (21)

Prvek v0 můžeme charakterizovat jako jednoznačně určený prvek ve V0 nejbližš́ı k v (tzv. věta
o projekci), tj.

‖v − v0‖ = min
w∈V0

‖v − w‖ (22)

v0 . . . ortogonálńı projekce v na V0 (značeńı: v0 = PV0v)

Důsledek: Jestliže uzavřený lineárńı podprostor V0 neńı roven celému V , pak má normálový
vektor, tj.
existuje u 6= 0, u ∈ V , které je ortogonálńı k V0: (u,w) = 0 ∀w ∈ V0 .

Řekneme, že dvě normy ‖ . ‖a, ‖ . ‖b jsou ekvivalentńı na V , jestliže existuj́ı kladné konstanty
c, C takové, že

c · ‖v‖b ≤ ‖v‖a ≤ C · ‖v‖b ∀v ∈ V (23)

Př́ıklad 3.6 V = Rn

a) normy

‖v‖∞ = max
1≤i≤n

|vi| a ‖v‖1 =
n∑

i=1

|vi|
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jsou ekvivalentńı, protože

‖v‖∞ ≤ ‖v‖1 ≤ n‖v‖∞ ∀v ∈ V

b) normy ‖v‖2 a ‖v‖∞ jsou ekvivalentńı, protože

‖v‖2 =

√√√√ n∑
i=1

v2
i , ‖v‖∞ ≤ ‖v‖2 ≤

√
n‖v‖∞ ∀v ∈ V.

�

Plat́ı dokonce věta:
Je-li U konečnědimenzionálńı normovaný lineárńı prostor, pak všechny normy na U jsou ekvi-
valentńı.

Př́ıklad 3.7 V = prostor omezených integrovatelných funkćı na 〈0, 1〉 .
Normy

‖f‖∞ = max
x∈〈0,1〉

|f(x)| a ‖f‖p =

(∫ 1

0

|f(x)|pdx
) 1

p

, 1 ≤ p <∞ ,

nejsou ekvivalentńı. �

3.3 Operátory

V, W dva Hilbertovy prostory, B : V −→ W lineárńı operátor.
Řekneme, že B je omezený ⇐⇒ existuje konstanta C tak, že

‖Bv‖W ≤ C ‖v‖V ∀v ∈ V (24)

Norma omezeného lineárńıho operátoru B:

‖B‖ = sup
v∈V,v 6=0

‖Bv‖W

‖v‖V

=⇒ ‖Bv‖W

‖v‖V

≤ ‖B‖ t.j.

‖Bv‖W ≤ ‖B‖ · ‖v‖V . (25)

Tedy ‖B‖ je nejmenš́ı konstanta C v (24).

Poznámka 3.3 Omezený lineárńı operátor B : V −→ W je spojitý:
vj −→ v ve V =⇒ Bvj −→ Bv ve W pro j −→∞, protože

‖Bvj −Bv‖W = ‖B(vj − v)‖W ≤ ‖B‖ · ‖vj − v‖ −→ 0 pro j −→∞ .

Lze ukázat i naopak: Je-li lineárńı operátor spojitý, je i omezený. �

W = R =⇒ lineárńı funkcionály
L : V −→ R lineárńı funkcionál na V .
Množina všech omezených lineárńıch funkcionál̊u na V se nazývá duálńı prostor k V (označeńı
V ∗),

‖L‖V ∗ = sup
v∈V

|L(v)|
‖v‖V

(L(v) ∈ R =⇒ ‖ . ‖R = | . |). (26)

Definujeme-li ve V ∗:

(λL+ µM)v = λL(v) + µM(v) , L, M ∈ V ∗, λ, µ ∈ R,

pak V ∗ je normovaný lineárńı prostor. Lze ukázat, že V ∗ je úplný, a tedy Banach̊uv.
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3.4 Bilineárńı formy

Věta 3.1 Rieszova věta o reprezentaci lineárńıho funkcionálu
V . . . Hilbert̊uv prostor se skalárńım součinem ( ., .).
Pro každý omezený lineárńı funkcionál L na V existuje právě jedno u ∈ V tak, že

L(v) = (v, u) ∀v ∈ V . (27)

Nav́ıc ‖L‖V ∗ = ‖u‖V .

Důkaz Jednoznačnost:

u1, u2 ∈ V : L(v) = (v, u1) ∀v ∈ V a L(v) = (v, u2) ∀v ∈ V

=⇒ (v, u1) = (v, u2) ∀v ∈ V , tedy i pro v = u1 − u2

=⇒ (u1 − u2, u1)− (u1 − u2, u2) = 0 , a tedy

(u1 − u2, u1 − u2) = ‖u1 − u2‖2 = 0 =⇒ u1 = u2 .

Existence:
a) L(v) = 0 ∀v ∈ V =⇒ u = 0 (L(v) = (v, u) = 0 ∀v ∈ V )
b) Necht’ nyńı L(ṽ) 6= 0 pro nějaké ṽ ∈ V .
Zkonstruujeme u jako vhodný normalizovaný ”normálový” vektor k podprostoru

V0 = {v ∈ V, L(v) = 0} (= KerL) .

V0 je uzavřený lineárńı podprostor V , podle věty o projekci (21) lze ṽ ∈ V zapsat právě jedńım
zp̊usobem jako

ṽ = v0 + w , v0 ∈ V0 , w ortogonálńı k V0

(tj. mimo jiné w nelež́ı ve V0), přičemž L(w) = L(ṽ− v0) = L(ṽ) 6= 0 . Pak pro v ∈ V libovolné
je

L

(
v − w

L(v)

L(w)

)
= L(v)− L(w)

L(v)

L(w)
= 0 =⇒ v − w

L(v)

L(w)
∈ V0 ,

a protože w⊥V0 =⇒
(
v − w

L(v)

L(w)
, w

)
= 0 .

Posledńı rovnost rozeṕı̌seme a uprav́ıme:

(v, w)− L(v)

L(w)
(w,w) = 0

(v, w) =
L(v)

L(w)
‖w‖2 =⇒ L(v) =

L(w)

‖w‖2
(v, w) =

(
v,
L(w)

‖w‖2
w

)
Tedy dokonce jsme u zkonstruovali:

L(v) = (v, u) ∀v ∈ V , kde u = w
L(w)

‖w‖2
.

Nav́ıc:
|L(v)|
‖v‖V

=
|(v, u)|
‖v‖V

≤ ‖v‖V · ‖u‖V

‖v‖V

= ‖u‖V =⇒
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‖L‖V ∗ = sup
v∈V

|L(v)|
‖v‖V

= ‖u‖V .

�
Důsledek Rieszovy věty
Lineárńım funkcionál̊um L ∈ V ∗ lze přǐradit u ∈ V, a tedy je-li V Hilbert̊uv prostor, je V ∗

”ekvivalentńı” s V .

Př́ıklad 3.8 Z lineárńı algebry v́ıme:
L : R3 −→ R je lineárńı zobrazeńı ⇐⇒ L je reprezentováno matićı A1×3, tj.

∃!A1×3 : L(−→x ) = A−→x = (a11, a12, a13)

 x1

x2

x3

 ∀−→x ∈ R3 .

Tedy lineárńımu funkcionálu L ∈ (R3)
∗

je jednoznačně přiřazen prvek
A = (a11, a12, a13) ∈ R3. �

3.5 Formulace problému

Uvažujme následuj́ıćı problém:
V . . . Hilbert̊uv
L . . . omezený lineárńı funkcionál na V ,
a( ., .) . . . symetrická, koercivńı (V-eliptická) bilineárńı forma na V

(P) ?u ∈ V : a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V (28)

Jak můžete vidět, problém (P) je problém (12). Nyńı už ale v́ıme, jaké předpoklady muśı
splňovat bilineárńı forma a( ., .) a lineárńı funkcionál L na Hilbertově prostoru V , abychom
mohli aplikovat Rieszovu větu. Podle Rieszovy věty totiž plat́ı, že

∀L ∈ V ∗ ∃!u ∈ V , které řeš́ı (P) .

Poznámka 3.4 Protože a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V , muśı být tato rovnost splněna i pro v =
u. Dostáváme (levá nerovnost plyne z koercivity bilineárńı formy a(u, v) - viz (18), pravá z
omezenosti L - viz (25))

α‖u‖2
V ≤ a(u, u) = L(u) ≤ ‖L‖V ∗‖u‖V t.j. dostáváme (29)

‖u‖V ≤
1

α
‖L‖V ∗ . . . tzv. energetický odhad. (30)

Je-li tedy a( ., .) symetrická, koercivńı a omezená bilineárńı forma na V , pak m̊užeme na V
definovat normu (indukovanou touto bilineárńı formou) ‖ .‖a . . . tzv. energetickou normu
předpisem

‖v‖a =
√
a(v, v) ∀v ∈ V . (31)

Protože a( ., .) je omezená ( |a(v, w)| ≤M‖v‖ ‖w‖ ∀v, w ∈ V ) a z (29) plat́ı

√
α‖v‖V ≤ ‖v‖a ≤

√
M‖v‖V ∀v ∈ V ,

‖ .‖V a ‖ .‖a jsou ekvivalentńı - viz (23).
V je tedy Hilbert̊uv prostor vzhledem ke skalárńımu součinu a( ., .) a normě ‖ .‖a .
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Problém (P) lze přepsat jako problém minimalizace (energetického) funkcionálu:

Věta 3.2 Necht’ a( ., .) je symetrická, pozitivně definitńı bilineárńı forma, L omezený lineárńı
funkcionál na Hilbertově prostoru V . Pak

(P) a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V (variačńı formulace, Galerkin) (32)

⇐⇒

(P′) F (u) ≤ F (v) ∀v ∈ V , kde (Ritz) (33)

F (v) =
1

2
a(v, v)− L(v) . . . energetický funkcionál (34)

Důkaz 1. Necht’ u řeš́ı (P), v ∈ V libovolné.
Položme w = v − u ∈ V . Pak v = u+ w a

F (v) =
1

2
a(u+ w, u+ w)− L(u+ w) =

=
1

2
a(u, u)− L(u)︸ ︷︷ ︸+ a(u,w)− L(w)︸ ︷︷ ︸+

1

2
a(w,w) =

F (u) = 0(u řeš́ı (P))

= F (u) +
1

2
a(w,w) .

Protože a( ., .) je pozitivně definitńı, je posledńı člen kladný pro každé nenulové w, tedy

F (u) ≤ F (v) ∀v ∈ V .

2. Necht’ u řeš́ı (P’), v ∈ V libovolné.
Položme g(t) = F (u+ tv) ≥ F (u) = g(0) ∀t ∈ R =⇒ g má minimum v bodě t = 0, ale

g(t) =
1

2
a(u+ tv, u+ tv)− L(u+ tv) =

1

2
a(u, u)− L(u) + t(a(u, v)− L(v)) +

1

2
t2a(v, v) ,

t.j. g je kvadratický polynom v t, 0 je jeho stacionárńım bodem:
0 = g′(0) = a(u, v)− L(v) , a tedy

a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V .

� Je-li tedy a( ., .) symetrická, pozitivně definitńı bilineárńı forma, L omezený funkcionál na
V (V Hilbert̊uv), pak u ∈ V řeš́ı (P), právě když u minimalizuje energetický funkcionál F .
Rovnost a(u, v) = L(v) je tzv. variačńı rovnice pro F . Metody studuj́ıćı minimalizačńı problém
pro F jsou tzv. variačńı metody.

Věta 3.3 Lax-Milgramovo lemma (zobecněńı Rieszovy věty na nesymetrické bilineárńı formy)
Je-li bilineárńı forma a( ., .) omezená a koercivńı (V−eliptická) v Hilbertově prostoru V a L
omezený lineárńı funkcionál na V , pak existuje právě jedno u ∈ V tak, že u řeš́ı (P). Nav́ıc
plat́ı energetický odhad

‖u‖V ≤ C‖L‖V ∗ , C > 0, konstanta.

Poznámka 3.5 Neńı-li a( ., .) symetrická, nelze ukázat ekvivalenci (P) a (P’).
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3.6 Prostory funkćı

3.6.1 Prostory Ck(M)

M ⊂ Rd podmnožina, C(M) . . . lineárńı prostor funkćı spojitých na M

Př́ıklad 3.9 C(〈a, b〉) . . . n.l.p. s normou např.

‖f‖1 =

∫ b

a

|f(x)|dx , ‖f‖2 =

(∫ b

a

|f(x)|2dx
) 1

2

, ‖f‖∞ = sup
a≤x≤b

|f(x)| = max
a≤x≤b

|f(x)| .

�

Poznámka 3.6 Konvergence:
a) ”silná” konvergence (konvergence v normě)
X . . . n.l.p., ‖ .‖X , {un}∞n=1 ⊂ X, u ∈ X :

lim
n−→∞

un = u (v X) ⇐⇒ lim
n−→∞

‖un − u‖X = 0 (35)

(označeńı un −→ u v X).
b) ”slabá” konvergence
X . . . n.l.p., X∗ duálńı prostor k X, {un} ⊂ X

{un}∞n=1 ⇀ u ∈ X pro n −→∞ ⇐⇒ ∀L ∈ X∗ lim
n−→∞

L(un) = L(u) (36)

u . . . slabá limita posloupnosti {un} (označeńı un ⇀ u )
(L ∈ X∗ . . . spojitý lineárńı funkcionál na X).
c) {un}∞n=1 −→ u =⇒ {un}∞n=1 ⇀ u :

|L(un)− L(u)| = |L(un − u)| ≤ ‖L‖X∗‖un − u‖X ≤M‖un − u‖X

(M . . . konstanta omezenosti L, viz (24))
�

Ω ⊂ Rd . . . oblast (= souvislá, otevřená množina)
Ck(Ω) . . . lineárńı prostor funkćı k−krát spojitě diferencovatelných na Ω, t.j.:

v : Rd −→ R : Dαv ∈ C(Ω) ∀|α| ≤ k

Dαv =
∂|α|v

∂xα1
1 . . . ∂xαd

d

. . . parciálńı derivace řádu |α| (37)

α = (α1, . . . , αd), αi ∈ N ∪ {0} . . . multiindex , |α| =
d∑

i=1

αi . . . délka multiindexu α

Př́ıklad 3.10 α = (1, 2), |α| = 3, Dαv =
∂3v

∂x1∂x2
2

Všechny daľśı parciálńı derivace 3. řádu funkce 2 proměnných:

α = (3, 0) α = (0, 3) α = (2, 1)

Dαv =
∂3v

∂x3
1

Dαv =
∂3v

∂x3
2

Dαv =
∂3v

∂x2
1∂x2

�
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Lineárńı parciálńı diferenciálńı rovnici řádu k na Ω můžeme zapsat ve tvaru∑
|α|≤k

aα(x)Dαu = f(x) , aα(x) . . . funkce proměnné x v Ω .

Norma na Ck(Ω):
‖v‖Ck(Ω) = max

|α|≤k
‖Dαv‖C(Ω) , (38)

seminorma na Ck(Ω):
|v|Ck(Ω) = max

|α|=k
‖Dαv‖C(Ω) . (39)

Definice 3.5 Řı́káme, že funkce v má kompaktńı nosič v Ω, jestlǐze

v(x) = 0 ∀x ∈ Ω\Ω0 , Ω0 kompaktńı (omezená, uzavřená) podmnožina Ω .

Označeńı: supp v = {x ∈ Ω, v(x) 6= 0} , Ω0 = supp v.

Př́ıklad 3.11

f(x) =


0 x ∈ 〈−1, 0〉
x x ∈ (0, 1〉

−x+ 2 x ∈ (1, 2)
0 x ∈ 〈2, 3〉

Ω = 〈−1, 3〉 , supp f = (0, 2) , Ω0 = 〈0, 2〉 . �

Definujeme:
Ck

0 (Ω) = {v ∈ Ck(Ω) , supp v ⊂ Ω} ,
C∞0 (Ω) . . . množina funkćı, které maj́ı spojité derivace všech řád̊u a jsou nulové vně nějaké
omezené, uzavřené podmnožiny Ω. Často znač́ıme

C∞0 (Ω) = D(Ω) . . . tzv. prostor testovaćıch funkćı

a omezené lineárńı funkcionály na D(Ω) nazýváme distribuce.

Poznámka 3.7 Je-li v ∈ Ck
0 (Ω) , pak Dαv = 0 na hranici Ω pro |α| ≤ k.

Poznámka 3.8 Konvergence v C∞0 (Ω):
{ϕn} ⊂ C∞0 (Ω) , ϕn −→ ϕ , jestlǐze
1. existuje kompaktńı množina K ⊂ Ω taková, že

suppϕn ⊂ K ∀n

2. Dαϕn −→ Dαϕ stejnoměrně ∀α:

sup
x∈Ω

|Dαϕn(x)−Dαϕ(x)| −→ 0 .

Definice 3.6 Funkcionál F definovaný na D(Ω) je distribuce, tj. F ∈ D∗(Ω) ⇐⇒

1. F (ϕ+ ψ) = F (ϕ) + F (ψ) ,

2. F (αϕ) = αF (ϕ) ,

3. Jestlǐze ϕn −→ ϕ , pak F (ϕn) −→ F (ϕ) .
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3.6.2 Prostory Lp

Měli bychom pracovat s tzv. měřitelnými funkcemi a s Lebesgueovým integrálem. To ale
neumı́me. Uved’me nejprve několik poznámek.

Pro v ∈ C(Ω) je Lebesgue̊uv integrál totožný s Riemannovým.
Řekneme, že Ω0 ⊂ Ω je množina mı́ry 0, je-li jej́ı ”objem” nulový:

|Ω| =
∫

Ω

dΩ = 0 .

Ř́ıkáme, že dvě funkce se sobě rovnaj́ı skoro všude (s.v.), jestliže se sobě rovnaj́ı všude, až na
množinu mı́ry 0.

Př́ıklad 3.12 Ω omezená oblast, x0 ∈ Ω , označme IΩ(v) =

∫
Ω

v(x)dx.

v1(x) = 1 ∀x ∈ Ω

v2(x) =

{
1 ∀x ∈ Ω, x 6= x0

2 x = x0

=⇒ IΩ(v1) = IΩ(v2) = |Ω|

�

Poznámka 3.9 Hranice Γ = ∂Ω omezené oblasti Ω je množina mı́ry nula =⇒ IΩ(v) =
IΩ(v) ∀v. Např́ıklad:

Ω ⊂ R1 , t.j. Ω = (a, b) =⇒ IΩ(v) =

∫ b

a

v(x)dx , IΩ(v) =

∫ b

a

v(x)dx .

Poznámka 3.10 Z toho, že funkce je integrovatelná neplyne nic o jej́ı hodnotě v bodě x0 ∈ Ω,
tedy hodnoty funkce v jednotlivých bodech nejsou dobře definovány.

Vrat’me se zpět k Lebesgueovým prostor̊um:

Lp(Ω) = {v : Ω −→ R,
∫

Ω

|v|pdΩ <∞} . (40)

Lp je úplný normovaný lineárńı prostor, tj. Banach̊uv, s normou

‖v‖Lp = ‖v‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|v(x)|pdx
) 1

p

, 1 ≤ p <∞ , (41)

Řekneme, že v ∈ Lp, jestliže ‖v‖Lp <∞ .
Poznamenejme ještě, že prostor C(Ω) je hustý v Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞ , t.j. zhruba řečeno:
libovolnou funkci v ∈ Lp můžeme aproximovat libovolně dobře v Lp normě funkcemi z C(Ω) :

∀v ∈ Lp ∃{vi}∞i=1 ⊂ C(Ω) : ‖vi − v‖Lp −→ 0 pro i −→∞ .

Nás bude zaj́ımat zejména L2, protože L2 je Hilbert̊uv prostor (jediný ze všech Lp prostor̊u) se
skalárńım součinem,

(v, w) =

∫
Ω

v(x)w(x)dx , ‖v‖L2(Ω) =

(∫
Ω

v2(x)dx

) 1
2

. (42)
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3.6.3 Sobolevovy prostory

Sobolevovy prostory jsou velmi speciálńı Hilbertovy prostory.
Nejprve muśıme zobecnit pojem parciálńıch derivaćı.
Ω ⊂ Rd oblast ( = souvislá, otevřená množina), v ∈ C1(Ω) . Integraćı per partes dostaneme∫

Ω

∂v

∂xi

ϕdx = −
∫

Ω

v
∂ϕ

∂xi

dx ∀ϕ ∈ C1
0(Ω) .

(Hraničńı integrál vypadne, viz poznámka 3.7.)

Je-li ale v ∈ L2(Ω), pak
∂v

∂xi

nemuśı v klasickém smyslu existovat. Proto definujeme zobecněnou

derivaci v jako lineárńı funkcionál

L(ϕ) =
∂v

∂xi

(ϕ) = −
∫

Ω

v
∂ϕ

∂xi

dx ∀ϕ ∈ C1
0(Ω) . (43)

Je-li L omezený v L2, pak podle Rieszovy věty existuje právě jedna funkce w ∈ L2 taková, že

L(ϕ) = (w,ϕ) ∀ϕ ∈ L2 , t.j.

−
∫

Ω

v
∂ϕ

∂xi

dx =

∫
Ω

wϕdx ∀ϕ ∈ C1
0(Ω)

(na pravé straně posledńı rovnice je skalárńı součin v L2(Ω)).
Ř́ıkáme, že zobecněná derivace je z L2(Ω), ṕı̌seme

∂v

∂xi

= w ,

č́ımž rozumı́me ∫
Ω

∂v

∂xi

ϕdx = −
∫

Ω

v
∂ϕ

∂xi

dx ∀ϕ ∈ C1
0(Ω) . (44)

Poznámka 3.11 v ∈ C1(Ω) . . . zobecněná derivace se rovná klasické

Př́ıklad 3.13 Ω = (0, 1), v(x) = x2∫ 1

0

w(x)ϕ(x)dx = L(ϕ) =
∂v

∂xi

(ϕ) = −
∫ 1

0

x2 ∂ϕ

∂xi

dx ∀ϕ ∈ C1
0((0, 1)) ,

L(ϕ) = −
∫ 1

0

x2ϕ′(x)dx =
per

partes
= −

[
x2ϕ(x)

]1
0
+

∫ 1

0

2xϕ(x)dx ,

∃ ! w ∈ L2(Ω) : L(ϕ) = (w,ϕ) ∀ϕ ∈ C1
0(Ω) =⇒ w(x) = 2x ,

tedy zobecněná derivace je rovna klasické. �

Definice 3.7 Dαv - zobecněná derivace (slabá, derivace ve smyslu distribućı):

L(ϕ) = Dαv(ϕ) = (−1)|α|
∫

Ω

vDαϕdx ∀ϕ ∈ C|α|0 (Ω) . (45)

L omezený v L2 =⇒ podle Rieszovy věty ∃ ! w ∈ L2 (označme ho Dαv) tak, že

(Dαv, ϕ) = (−1)|α|(v,Dαϕ) ∀ϕ ∈ C|α|0 (Ω) . (46)
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Př́ıklad 3.14 |x| je lokálně integrovatelná funkce, která je v klasickém smyslu diferencovatelná
ve všech bodech kromě x = 0. Vypočtěme zobecněnou derivaci (derivaci ve smyslu distribućı).

v(x) = |x| , ϕ ∈ C1
0(R) , (α = 1 . . . poč́ıtáme 1. derivaci)

? w ∈ L2(R) : L(ϕ) = (w,ϕ) ∀ϕ ∈ C1
0(R) ,

L(ϕ) def
= −

∫ +∞

−∞
|x|ϕ′(x)dx =

∫ +∞

−∞
w(x)ϕ(x)dx =

= −
∫ 0

−∞
|x|ϕ′(x)dx−

∫ +∞

0

|x|ϕ′(x)dx =

∫ 0

−∞
xϕ′(x)dx−

∫ +∞

0

xϕ′(x)dx =

per
=

partes
[xϕ(x)]0−∞ −

∫ 0

−∞
ϕ(x)dx− [xϕ(x)]+∞0 +

∫ +∞

0

ϕ(x)dx =

−
∫ 0

−∞
ϕ(x)dx+

∫ +∞

0

ϕ(x)dx =

∫ 0

−∞
(−1)ϕ(x)dx+

∫ +∞

0

1 · ϕ(x)dx =∫ +∞

−∞
sgnxϕ(x)dx ∀ϕ ∈ C1

0(R)(= D) =⇒ w(x) = sgnx . . . zobecněná derivace |x| .

�

Př́ıklad 3.15 Haevisideova funkce: H(x) =

{
0 x ≤ 0
1 x > 0

? w : L(ϕ) = (w,ϕ) ∀ϕ ∈ C1
0(R) = D .

L(ϕ) = −
∫ +∞

−∞
H(x)ϕ′(x)dx =

∫ +∞

−∞
w(x)ϕ(x)dx =

−
∫ 0

−∞
H(x)ϕ′(x)dx−

∫ +∞

0

H(x)ϕ′(x)dx = −
∫ +∞

0

ϕ′(x)dx =

= − lim
x→∞

ϕ(x) + ϕ(0) ,

L(ϕ) = −
∫ +∞

−∞
H(x)ϕ′(x)dx =

∫ +∞

−∞
w(x)ϕ(x)dx =

∫ +∞

−∞
δ(x)ϕ(x)dx = ϕ(0)

=⇒ w(x) = H ′(x) = δ(x) . . . zobecněná derivace

�

Poznamenejme, že výhodou distribućı oproti obyčejnému kalkulu je, že každá distribuce má
derivaci.

Definice 3.8 Posloupnost distribućı {Fn} se nazývá konvergentńı k distribuci F , jestlǐze

(Fn, ϕ) −→ (F, ϕ) ∀ ϕ ∈ D .

Věta 3.4 necht’ F, F1, F2, . . . jsou lokálně integrovatelné funkce takové, že Fn −→ F stej-
noměrně na každé omezené množině. Pak DαFn −→ DαF (ve smyslu distribućı).
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Důkaz

(DαFn, ϕ) = (−1)|α|(Fn, D
αϕ) −→ (−1)|α|(F,Dαϕ) = (DαF, ϕ) ∀ϕ ∈ D .

Např. α = 1 =⇒ (F ′
n, ϕ) −→ (F ′, ϕ) kdykoliv (Fn, ϕ) −→ (F, ϕ) stejnoměrně .

�

Př́ıklad 3.16
Necht’ fn(x) =

n

π(1 + n2x2)
, n = 1, 2, . . .

t.j. f1(x) =
1

π(1 + x2)
, f2(x) =

2

π(1 + 4x2)
, f3(x) =

3

π(1 + 9x2)
, . . .

Ukážeme, že posloupnost fn(x) konverguje ve smyslu distribućı k Diracově δ−funkci δ(x). Necht’
ϕ je testovaćı funkce. Muśıme ukázat, že∫ +∞

−∞
fn(x)ϕ(x)dx −→ ϕ(0) pro n −→∞ , t.j. že

∫ +∞

−∞
fn(x)ϕ(x)dx− ϕ(0) −→ 0 pro n −→∞ .

Vypočtěme nejprve∫ +∞

−∞
fn(x)dx =

∫ +∞

−∞

n

π(1 + n2x2)
dx =

1

π

∫ +∞

−∞

dt

1 + t2
=

1

π
[arctgt]+∞−∞ = 1 ∀n ∈ N .

Povšimněte si, že plocha obrazce ohraničeného grafem funkce fn a osou x je pro všechna n
rovna 1.

Pro ϕ ∈ D je tedy∫ +∞

−∞
fn(x)ϕ(x)dx− ϕ(0) =

∫ +∞

−∞
fn(x)(ϕ(x)− ϕ(0))dx =

=

∫ −a

−∞
fn(x)(ϕ(x)− ϕ(0))dx+

∫ a

−a

fn(x)(ϕ(x)− ϕ(0))dx+

∫ +∞

a

fn(x)(ϕ(x)− ϕ(0))dx ,

kde [−a, a] je interval, ve kterém lež́ı suppϕ . Tedy∣∣∣ ∫ +∞

−∞
fn(x)ϕ(x)dx− ϕ(0)

∣∣∣ =
∣∣∣ ∫ +∞

−∞
fn(x)(ϕ(x)− ϕ(0))dx

∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣ϕ(0)

∫ −a

−∞
fn(x)dx

∣∣∣+ ∣∣∣ ∫ a

−a

fn(x)(ϕ(x)− ϕ(0))dx
∣∣∣+ ∣∣∣ϕ(0)

∫ +∞

a

fn(x)dx
∣∣∣ .

a) lim
n−→∞

∣∣∣ϕ(0)

∫ −a

−∞
fn(x)dx

∣∣∣ = lim
n−→∞

∣∣∣ϕ(0)
1

π
[arctg(nx)]−a

−∞

∣∣∣ =

=
|ϕ(0)|
π

lim
n−→∞

∣∣∣ [arctg(−an)− lim
x−→−∞

arctg(nx)

] ∣∣∣ = 0 .

b) Obdobně lim
n−→∞

∣∣∣ϕ(0)

∫ +∞

a

fn(x)dx
∣∣∣ = 0 .
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Dostali jsme ∣∣∣ ∫ +∞

−∞
fn(x)ϕ(x)dx− ϕ(0)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ∫ a

−a

fn(x)(ϕ(x)− ϕ(0))dx
∣∣∣ .

Aplikujeme-li větu o středńı hodnotě

|ϕ(x) ≤ max
x
|ϕ′(x)| |x− 0| ,

dostaneme∣∣∣ ∫ a

−a

fn(x)(ϕ(x)− ϕ(0))dx
∣∣∣ ≤ ∫ a

−a

|fn(x)| |ϕ(x)− ϕ(0)|dx ≤ max
x∈〈−a,a〉

|ϕ′(x)| ·
∫ a

−a

|xfn(x)|dx .

Vypočteme posledńı integrál:

xfn(x) =
nx

π(1 + n2x2)
. . . lichá funkce , |xfn(x)| je funkce sudá =⇒

∫ a

−a

|xfn(x)|dx = 2

∫ a

0

|xfn(x)|dx = 2

∫ a

0

nx

π(1 + n2x2)
dx =

=

∫ 1+a2n2

1

dt

π n t
=

1

nπ
[ln t]1+a2n2

1 =
1

nπ
ln(1 + a2n2) , a dále

lim
n−→∞

∫ a

−a

|xfn(x)|dx = lim
n−→∞

ln(1 + a2n2)

πn
L′H
=

2a2

π
lim

n−→∞

n

1 + a2n2
= 0 .

Tedy

∫ +∞

−∞
fn(x)ϕ(x)dx −→ ϕ(0) =

∫ +∞

−∞
δ(x)ϕ(x)dx pro n −→∞ ,

t.j. Fn(ϕ) −→ F (ϕ) ∀ϕ ∈ D , a tedy fn(x) −→ δ(x) ve smyslu distribućı .

Poznamenejme, že

f ′n(x) =

(
n

π(1 + n2x2)

)′
= − 2n3x

π(1 + n2x2)2
,

F ′
n(x) −→ δ′(x) ve smyslu distribućı, ale v klasickém smyslu je

lim
n−→∞

−2n3x

π(1 + n2x2)2
= 0 .

Necht’ Ω ⊂ Rd. Definujme nyńı prostory všech funkćı, jejichž zobecněné derivace řádu ≤ k
patř́ı do L2:

Hk = Hk(Ω) = {v ∈ L2, Dαv ∈ L2 pro |α| ≤ k} . (47)

Tento prostor vybav́ıme skalárńım součinem

(v, w)k = (v, w)Hk =
∑
|α|≤k

∫
Ω

Dαv Dαw dx (48)
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Obrázek 1: Posloupnost funkćı, které konverguj́ı k Diracově δ−funkci

Obrázek 2: Posloupnost derivaćı funkćı z obr. 1
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a odpov́ıdaj́ıćı normou

||v||k = ||v||Hk = (v, v)
1/2
k =

∑
|α|≤k

∫
Ω

(Dαv)2dx

1/2

. (49)

Konkrétně
||v||0 = ||v||L2 (nulu obvykle vynecháváme) ,

||v||1 =

(∫
Ω

{
v2 +

d∑
j=1

(
∂v

∂xj

)2
}

dx

)1/2

=
(
||v||2 + ||∇v||2

)1/2
,

||v||2 =

(∫
Ω

{
v2 +

d∑
j=1

(
∂v

∂xj

)2

+
d∑

i,j=1

(
∂2v

∂xi ∂xj

)2
}

dx

)1/2

.

Hk s normou || · ||k je úplný, a tedy Hilbert̊uv . . . tzv. Sobolev̊uv prostor.
Někdy použ́ıváme také seminormu pro k ≥ 1:

|v|k = |v|Hk =

∑
|α|=k

∫
Ω

(Dαv)2dx

1/2

.

Zobecněńı: Definujeme prostor W k
p = W k

p (Ω) s normou

||v||W k
p

=

∫
Ω

∑
|α|≤k

∣∣∣Dαv
∣∣∣pdx

1/p

, 1 ≤ p <∞ .

S touto normou je prostor úplný, tedy Banach̊uv.
Pro p = 2 je W k

2 = Hk .

4 Variačńı formulace okrajových úloh

Řešme úlohu
Au := −(au′)′ + bu′ + cu = f v Ω = (0, 1) , (50)

u(0) = u(1) = 0 , (51)

kde a = a(x), b = b(x), c = c(x) jsou hladké funkce, f = f(x) je vhodná daná funkce. Necht’

a(x) ≥ a0 > 0 , c(x)− 1

2
b′(x) ≥ 0 ∀x ∈ Ω = 〈0, 1〉 .

Poznamenejme, že rovnice (51) jsou tzv. homogenńı Dirichletovy okrajové podmı́nky.
Rovnici (50) vynásob́ıme testovaćı funkćı ϕ ∈ C1

0(Ω) a integruujeme přes Ω (aplikujeme per-
partes). Dostaneme tzv. variačńı nebo také slabou formulaci úlohy (50):∫ 1

0

(au′ϕ′ + bu′ϕ+ cuϕ)dx =

∫ 1

0

fϕdx ∀ϕ ∈ C1
0(Ω) . (52)
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Označme

a(v, w) =

∫ 1

0

(av′w′ + bv′w + cvw)dx . . . bilineárńı forma ,

L(w) = (f, w) =

∫ 1

0

fwdx . . . lineárńı funkcionál .

Řekneme, že u je slabým řešeńım úlohy (50), je-li u ∈ H1
0 a plat́ı

a(u, ϕ) = L(ϕ) ∀ϕ ∈ H1
0(Ω) . (53)

Poznámka 4.1 Na rozd́ıl od klasického řešeńı, nemuśı být slabé řešeńı dvakrát spojitě diferen-
covatelné. Je-li ale dvakrát spojitě diferencovatelné, je to i klasické řešeńı, protože∫ 1

0

(Au− f) · ϕdx = 0 ∀ϕ ∈ H1
0 =⇒ Au = f v Ω a také u(0) = u(1) = 0 ,

protože u ∈ H1
0 .

Ukážeme, že d́ıky uvedeným předpoklad̊um:

a(x) ≥ a0 > 0 , c(x)− 1

2
b′(x) ≥ 0 ∀x ∈ Ω = 〈0, 1〉 ,

je bilineárńı forma a(·, ·) koercivńı (V -eliptická) na H1
0 :

a(v, v) ≥ α||v||21 ∀v ∈ H1
0 , α > 0 .

Vypočtěme nejprve

∫ 1

0

b v′ vdx . Aplikujeme-li per-partes:

∫ 1

0

v′(x) b(x) v(x)dx =
[
b(x) v2(x)

]1
0
−
∫ 1

0

(b′(x) v(x) + b(x) v′(x)) v(x)dx ,

Protože v ∈ H1
0 , je ”hraničńı člen” nulový. Dostaneme rovnici:

2 ·
∫ 1

0

v′(x) b(x) v(x)dx = −
∫ 1

0

b′(x) v2(x)dx ∀v ∈ H1
0 . Tedy

∫ 1

0

v′(x) b(x) v(x)dx = −
∫ 1

0

1

2
b′(x) v2(x)dx =⇒∫ 1

0

(b v′ v + c v2)dx =

∫ 1

0

(c(x)− 1

2
b′(x)) v2(x)dx ≥ 0 ∀v ∈ H1

0 ,

kde jsme využili předpoklad c(x)− 1

2
b′(x) ≥ 0 .

Pro bilineárńı formu a(v, w) dostáváme (nerovnost (∗) plyne z Poincarého nerovnosti)

a(v, v) =

∫ 1

0

(a(v′)2 + b v′ v + c v2)dx ≥ min
x∈Ω

a(x)||v′||2 ≥
(∗)

1

2
a0||v||21 =⇒

a(v, v) ≥ a0

2
||v||21 ∀v ∈ H1

0 .
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Tedy bilineárńı forma a(·, ·) je koercivńı na H1
0 .

Nyńı ukážeme, že bilineárńı forma a(·, ·) je omezená. Připomeňme náš problém: Hledáme
u ∈ H1

0 tak, aby

a(u, ϕ) = L(ϕ) ∀ϕ ∈ H1
0 , L(ϕ) = (f, ϕ)L2 =

∫ 1

0

fϕdx .

Pro ϕ = u máme:

α||u||21 ≤ a(u, u) = L(u) = (f, u) ≤ ||f || ||u|| ≤ ||f || ||u||1 ,

||u||1 ≤
2

a0

||f || .

Pro bilineárńı formu a(·, ·) dostáváme:

|a(v, w)| ≤
∫ 1

0

|a v′w′ + b v′w + c v w|dx ≤ c

∫ 1

0

(|v′w′|+ |v′w|+ |v w|)dx ,

kde c = maxx∈〈0,1〉(a(x), b(x), c(x)). Na každý sč́ıtanec aplikujeme Cauchy-Schwarz-Buňakovského
nerovnost:∫ 1

0

|v′w|dx ≤
(∫ 1

0

(v′(x))2dx

)1/2

·
(∫ 1

0

(w′(x))2dx

)1/2

= ||v′|| · ||w′|| , atd.

=⇒ bilineárńı forma a(v, w) je omezená na H1
0 :

|a(v, w)| ≤ c · ||v||1 · ||w||1 ∀v, w ∈ H1
0 .

Poznamenejme ještě, že bilineárńı forma a(v, w) neńı symetrická, existenci a jednoznačnost
slabého řešeńı pro úlohu (50), (51) dokazujeme na základě Lax-Milgramovy věty:

Věta 4.1 (Existence a jednoznačnost slabého řešeńı úlohy (50))

Necht’ a(x) ≥ a0 > 0 , c(x)− 1

2
b′(x) ≥ 0 ∀x ∈ Ω, f ∈ L2(Ω) . Pak existuje právě jedno řešeńı

u ∈ H1
0(Ω) rovnice

a(u, ϕ) = L(ϕ) ∀ϕ ∈ H1
0(Ω) .

Toto řešeńı splňuje ‖u‖1 ≤
2

a0

‖f‖ .

V d̊ukazech vlastnost́ı bilineárńı formy jsme použili následuj́ıćı lemma.

Lemma 4.1 Necht’ Ω = (0, 1). Pak existuje konstanta C taková, že

|v(x)| ≤ C ||v||1 ∀x ∈ Ω ,∀v ∈ C1
0(Ω) .

Důkaz Necht’ x, y ∈ (0, 1), v ∈ C1(Ω) . Pak

v(x) = v(y) +

∫ x

y

v′(t)dt t.j. |v(x)| ≤ |v(y)|+
∫ x

y

|v′(t)|dt .
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Aplikujeme Cauchy - Schwarz- Buňakovského nerovnost a dostaneme∫ 1

0

|v′(t)|dt ≤
∫ 1

0

12dt ·
∫ 1

0

(v′(t))2dt = ||v′||2 .

Nerovnost |v(x)| ≤ |v(y)|+ ||v′||2 umocńıme:

(v(x))2 ≤ (|v(y)|+ ||v′||)2 = (v(y))2 + 2|v(y)| ||v′||+ ||v′||2 ≤ 2((v(y))2 + ||v′||2) ,

kde jsme použili trik

(A−B)2 ≥ 0 ⇒ A2 − 2AB +B2 ≥ 0 ⇒ 2AB ≤ A2 +B2 pro A := |v(y)|, B := ||v′|| .

Integrujeme přes y:∫ 1

0

(v(x))2dy ≤ 2

∫ 1

0

(v(y))2dy + 2

∫ 1

0

||v′||2dy = 2||v||2 + 2||v′||2 = 2||v||21 .

Protože

∫ 1

0

(v(x))2dy = (v(x))2, dostáváme (Poincarého nerovnost v jedné dimenzi)

|v(x)| ≤
√

2 ||v||1 .

�

Věta 4.2 (Poincarého nerovnost)
Necht’ Ω je omezená oblast v Rd . Pak existuje konstanta C = C(Ω) tak, že

||v|| ≤ C ||∇v|| ∀v ∈ H1
0 (Ω) .

Z Poincarého nerovnosti plyne ekvivalence norem | · |1 a || · ||1 na H1
0 :

|v|21 = ||∇v||2 ≤ ||v||21 = ||v||2 + ||∇v||2 ≤ (C2 + 1) ||∇v||2 ∀v ∈ H1
0 (Ω) ,

kde jsme aplikovali Poincarého nerovnost: ||v|| ≤ C ||∇ v|| ⇒ ||v||2 ≤ C2 ||∇ v||2 . Dostáváme
nerovnost

|v|21 ≤ ||v||21 ≤ (C2 + 1) |v|21 , t.j. |v|1 ≤ ||v||1 ≤
√
C2 + 1 |v|1 .

Duálńı prostor H1
0 (Ω)]∗ . . . prostor všech omezených lineárńıch funkcinál̊u na H1

0 . Obvykle
označujeme (H1

0 )∗ = H−1 ,

||L||(H1
0 )∗ = ||L||−1 = sup

v∈H1
0

|L(v)|
|v|1

.

Zkoumejme nyńı př́ıpad b = 0:

a(v, w) =

∫ 1

0

(a v′w′ + c v w)dx , a(x) ≥ a0 > 0 , c(x) ≥ 0 ∀x ∈ 〈0, 1〉 .

a(v, w) je symetrická, positivně definitńı, koercivńı a omezená vH1
0 (Ω) , indukuje tedy naH1

0 (Ω)
energetickou normu

||v||a = (a(v, v))1/2 .
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Věta 4.3 Necht’ a(x) ≥ a0 > 0 , c(x) ≥ 0 ∀x ∈ Ω = 〈0, 1〉 , b(x) ≡ 0 ∀x ∈ 〈0, 1〉 ,
f ∈ L2 a u ∈ H1

0 je slabé řešeńı rovnice (50), t.j.

a(u, ϕ) = L(ϕ) ∀ϕ ∈ H1
0 .

Položme

F (ϕ) =
1

2

∫ 1

0

(a(ϕ′)2 + cϕ2)dx−
∫ 1

0

fϕdx .

Pak F (u) ≤ F (ϕ) ∀ϕ ∈ H1
0 , přičemž rovnost nastane pouze pro ϕ = u .

Př́ıklad 4.1 Napǐste variačńı formulaci a dokažte existenci řešeńı rovnice

−u′′ = f v Ω = (0, 1) ,

u(0) = u(1) = 0 .

Zde A(x) = 1, b(x) = c(x) = 0 ∀x ∈ (0, 1), f ∈ L2(0, 1) , ϕ ∈ C1
0(0, 1) ⇒ ϕ(0) = ϕ(1) = 0 .

−
∫ 1

0

u′′(x)ϕ(x)dx =

∫ 1

0

f(x)ϕ(x)dx ⇒ per partes

∫ 1

0

u′(x)ϕ′(x)dx =

∫ 1

0

f(x)ϕ(x)dx . . . slabá formulace .

a(v, w) =

∫ 1

0

v′(x)w′(x)dx , a(v, v) =

∫ 1

0

(v′(x))2dx = ||v′||2 ≥ 1

2
||v||21 . . .

symetrická, koercivńı (positivně definitńı) .
Podle věty o existenci a jednoznačnosti slabého řešeńı =⇒

∃ ! u ∈ H1
0 (0, 1) : a(u, ϕ) = L(ϕ) ∀ϕ ∈ H1

0 (Ω). Nav́ıc ||u||1 ≤ 2 ||f || .

4.1 Př́ıklady II

Napǐste variačńı formulaci a v jednorozměrných úlohách dokažte existenci slabého řešeńı dife-
renciálńı rovnice. Aproximujte řešeńı metodou konečných prvk̊u.

1. −u′′ + 4u = cos x , x ∈ (0, π)
u(0) = u(π) = 0

2. −((x+ 1)u′)′ + u = x , x ∈ (0, 1)
u(0) = u(1) = 0

3. −u′′ + 2u = ex , x ∈ (0, 1)
u(0) = u(1) = 2

4. −u′′ − u′ = x− 1 , x ∈ (0, 1)
u(0) = u(1) = 0

5. −4u = x , na Ω = (0, 1)× (0, 1)
u = 0 na Γ = ∂Ω
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6. −4u+ u = ex , na Ω = (0, 1)× (0, 1)
∂u

∂n
= 1 na Γ = ∂Ω

7. −4u = x2 , na Ω = (0, 1)× (0, 1)
u = x na Γ = ∂Ω

8. −u′′ − xu′ = x2 , x ∈ (0, 1)
u(0) = u(1) = 0

9. −u′′ − u′ + u = sin x , x ∈ (−π
2
,
π

2
)

u(−π
2
) = u(

π

2
) = 0

10. −u′′ − exu′ = 2 , x ∈ (0, 1)
u(0) = u(1) = 0

11. −u′′ + 5u = x2 , x ∈ (−1, 1)
u(0) = u(1) = 1

12. −(exu′)′ + 2u = 1 , x ∈ (0, 1)
u(0) = u(1) = 0

13. −4u = ex , na Ω = (0, 1)× (0, 1)
∂u

∂n
= x na Γ = ∂Ω

14. −4u+ 2u = x , na Ω = (0, 1)× (0, 1)
u = 2 na Γ = ∂Ω

Než přejdeme k dvoudimenzionálńım úlohám, zopakujme si

Věta 4.4 (Gauss-Ostrogradského, divergenčńı)
Necht’ Ω ⊂ R2 je omezená oblast s Lipschitzovskou hranićı Γ, u ∈ H1(Ω) . Pak∫

Ω

∂u

∂xi

dx =

∫
Γ

unidS , i = 1, 2 , −→n = (n1, n2) ,

−→n je jednotková vněǰśı normála ke Γ.

Polož́ıme-li ve větě 4.4 u := v · w, dostaneme∫
Ω

(
∂v

∂xi

w +
∂w

∂xi

v

)
dx =

∫
Γ

v w nidS , i = 1, 2 =⇒
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Greenova formule

∫
Ω

∂v

∂xi

wdx =

∫
Γ

v w nidS −
∫

Ω

∂w

∂xi

vdx , v, w ∈ H1(Ω) .

Rozepsáno do složek (Ω ⊂ R2) ,∫
Ω

∂v

∂x1

wdx =

∫
Γ

v w n1dS −
∫

Ω

∂w

∂x1

vdx , w :=
∂w

∂x1

,

∫
Ω

∂v

∂x2

wdx =

∫
Γ

v w n2dS −
∫

Ω

∂w

∂x2

vdx , w :=
∂w

∂x2

,∫
Ω

∂v

∂x1

· ∂w
∂x1

dx =

∫
Γ

v
∂w

∂x1

n1dS −
∫

Ω

∂2w

∂x2
1

vdx ,∫
Ω

∂v

∂x2

· ∂w
∂x2

dx =

∫
Γ

v
∂w

∂x2

n2dS −
∫

Ω

∂2w

∂x2
2

vdx .

Posledńı dvě rovnice sečteme a dostaneme∫
Ω

(
∂v

∂x1

· ∂w
∂x1

+
∂v

∂x2

· ∂w
∂x2

)
dx =

∫
Γ

v

(
∂w

∂x1

n1 +
∂w

∂x2

n2

)
dS −

∫
Ω

(
∂2w

∂x2
1

+
∂2w

∂x2
2

)
vdx ,

∫
Ω

grad v · gradwdx =

∫
Γ

v gradw · −→n dS −
∫

Ω

4w · vdx =⇒

daľśı Greenova formule∫
Ω

∇v∇w dx =

∫
Γ

v · ∂w
∂−→n

dS −
∫

Ω

4w · vdx =⇒

−
∫

Ω

4w · vdx = −
∫

Γ

v · ∂w
∂−→n

dS +

∫
Ω

∇v∇w dx . (54)

Př́ıklad 4.2 Napǐste variačńı formulaci

−4u = f na Ω ⊂ R2 , f ∈ L2(Ω) ,
u = 0 na Γ = ∂Ω .

(55)

Rovnici vynásob́ıme testovaćı funkćı v ∈ H1
0 (Ω) a zintegrujeme:∫

Ω

fvdx =

∫
Ω

(−4u) · vdx =

∫
∂Ω

− ∂u

∂−→n
vdS +

∫
Ω

∇u∇v dx ∀v ∈ H1
0 (Ω) .

Tedy

a(u, v) =

∫
Ω

∇u∇v dx . . . symetrická, omezená, koercivńı bilineárńı forma ,

L(v) =

∫
Ω

f vdx . . . spojitý lineárńı funkcionál ,

=⇒ a(u, v) = L(v) ∀v ∈ H1
0 (Ω) , u . . . slabé řešeńı .
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Př́ıklad 4.3 Napǐste variačńı formulaci

−4u+ u = f na Ω ⊂ R2 , f ∈ L2(Ω) ,
∂u

∂n
= ϕ na Γ = ∂Ω .

(56)

Rovnici vynásob́ıme testovaćı funkćı v ∈ H1(Ω) a zintegrujeme:∫
Ω

fvdx =

∫
Ω

(−4u+u)·vdx =

∫
Ω

(−4u v+u v)dx =

∫
∂Ω

− ∂u

∂−→n
vdS+

∫
Ω

(∇u∇v+uv)dx ∀v ∈ H1(Ω) .

Tedy

a(u, v) =

∫
Ω

(∇u∇v + uv)dx . . . symetrická, omezená, koercivńı bilineárńı forma ,

L(v) =

∫
Ω

f vdx+

∫
∂Ω

ϕvdS . . . spojitý lineárńı funkcionál ,

=⇒ a(u, v) = L(v) ∀v ∈ H1(Ω) , u . . . slabé řešeńı .

Př́ıklad 4.4 Napǐste variačńı formulaci

−4u = f na Ω ⊂ R2 , f ∈ L2(Ω) ,
u = g na Γ = ∂Ω , g ∈ L2(Γ) .

(57)

Zde u neńı nulová na Γ. Muśıme předpokládat, že existuje funkce u0 ∈ H1(Ω) taková, že u0

∣∣∣
Γ

= g

(g je stopa u0 na hranici Γ).

γ : H1 −→ L2(Γ) . . . operátor stop

g je stopa funkce u0 ∈ H1 na Γ, t.j. g = γu0 . Slabá formulace:

?u ∈ H1 : a(u, v) = L(v) ∀v ∈ H1
0 , γ u = g .

Položme w := u− u0.

a(v, w) =

∫
Ω

∇v∇w dx = L(v)− a(u0, v) , ∀v ∈ H1
0 .

Lax-Milgramova věta =⇒ ∃!w ∈ H1
0 , které řeš́ı naš́ı úlohu. Výsledné řešeńı je

u = u0 + w .

(splňuje p̊uvodńı rovnici a γu = g na Γ).
Řešeńı nezáviśı na výběru rozš́ıřeńı u0 hraničńıch hodnot g na celé Ω.

33



Př́ıklad 4.5 Napǐste variačńı formulaci následuj́ıćı rovnice vedeńı tepla

∂ u

∂ t
−4u = f v Ω× (0, T ), Ω ⊂ R2 , f ∈ L2(Ω) ,

u
∣∣∣
∂Ω×(0,T )

= 0 . . . okrajová podmı́nka

u(x, 0) = u0(x) , x ∈ Ω . . . počátečńı podmı́nka

(58)

Slabá formulace:

?u ∈ H1
0 (Ω) :

∫
Ω

(
∂ u

∂ t
−4u

)
vdx =

∫
Ω

f v dx , v ∈ H1
0 .

Aplikujeme druhou Greenovu formuli a dostaneme∫
Ω

∂ u

∂ t
vdx+

∫
Ω

∇u∇v dx−
∫

∂Ω

∂ u

∂ n
vdS =

∫
Ω

f v dx =⇒∫
Ω

∂ u

∂ t
v dx+ a(u, v) = L(v) , ∀v ∈ H1

0 .

5 Diskrétńı variačńı formulace okrajových úloh

Necht’ V je Banach̊uv, a(u, v) symetrická bilineárńı forma na V ,
a(u, v) je omezená, tj. ∃M > 0 : |a(u, v)| ≤M · ||u|| · ||v|| ∀u, v ∈ V ;
a(u, v) je koercivńı: ∃m > 0 : a(u, u) ≥ m · ||u||2 ∀u ∈ V ;
L je spojitý lineárńı funkcionál na V : ∃c > 0 : |L(v)| ≤ c · ||v|| ∀v ∈ V.
F (v) =

1

2
a(v, v)− L(v) .

Spojitý problém:

(P) ?u ∈ V : a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V (Galerkin)
(P′) ? u ∈ V : F (u) ≤ F (v) ∀v ∈ V (Ritz)

Necht’ nyńı Vh ⊂ V konečnědimenzionálńı, dimVh = Nh , {ϕ1, ϕ2 . . . ϕNh
} báze Vh =⇒

v ∈ Vh : v =

Nh∑
i=1

αi ϕi , αi ∈ R pro i = 1, . . . , Nh lineárńı kombinace prvk̊u báze

Diskrétńı problém:
(splněńı rovnice v diskrétńı Galerkinově formulaci stač́ı požadovat jen pro prvky báze):

(Ph) ? uh ∈ Vh : a(uh, ϕj) = L(ϕj) ∀j = 1, . . . , Nh (diskrétńı Galerkin)
(P′

h) ? uh ∈ Vh : F (uh) ≤ F (vh) ∀vh ∈ Vh (diskrétńı Ritz)

Hledejme řešeńı problému (Ph) ve tvaru uh =

Nh∑
i=1

αiϕi, (t.j. hledáme αi , i = 1, . . . , Nh):

a(

Nh∑
i=1

αiϕi, ϕj) = L(ϕj) , j = 1, . . . , Nh , t.j.

Nh∑
i=1

αia(ϕi, ϕj) = L(ϕj) , j = 1, . . . , Nh .
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Maticově
a(ϕ1, ϕ1) a(ϕ2, ϕ1) . . . a(ϕNh

, ϕ1)
a(ϕ1, ϕ2) a(ϕ2, ϕ2) . . . a(ϕNh

, ϕ2)
...

...
a(ϕ1, ϕNh

) a(ϕ2, ϕNh
) . . . a(ϕNh

, ϕNh
)




α1

α2
...

αNh

 =


L(ϕ1)
L(ϕ2)

...
L(ϕNh

)

 ,

tedy

A · −→α =
−→
b , (59)

kde
A = (ai,j)i,j=1,...,Nh

, ai,j = a(ϕj, ϕi) ,
−→
b = (L(ϕj))

Nh
j=1,

−→α = (αj)
Nh
j=1 .

A . . . matice tuhosti.
Za našich předpoklad̊u je matice A symetrická a positivně definitńı (plyne z V-elipticity).

Řešeńı problému (P′
h)

a(v, v) = a(

Nh∑
i=1

αiϕi,

Nh∑
j=1

αjϕj) =

Nh∑
i=1

Nh∑
j=1

αiαja(ϕi, ϕj) = −→α TA−→α ,

L(v) = L

(
Nh∑
j=1

αjϕj

)
=

Nh∑
j=1

αjL(ϕj) = −→α T−→b =⇒

F (v) =
1

2
−→α TA−→α −−→α T−→b . (60)

Věta 5.1 Za uvedených předpoklad̊u existuje právě jedno řešeńı problému (Ph), a tedy i problému
(P′

h).

Věta 5.2 (Odhad chyby - Céa)
V . . . Hilbert̊uv, a(·, ·) : V × V −→ R omezená bilineárńı forma, t.j. |a(u, v)| ≤ M ||u|| ||v||,
a(·, ·) koercivńı (V-eliptická), t.j. a(u, u) ≥ m ||u||2, L . . . spojitý lineárńı funkcionál na V , t.j.
|L(v)| ≤ α ||v||, ∀v ∈ V . Necht’ u je řešeńı (P), uh řeš́ı (Ph). Pak

||u− uh||V ≤
M

m
||u− vh||V ∀vh ∈ Vh .

Konstanta
M

m
nezáviśı na Vh.

Důkaz
a(u, v)− a(uh, vh) = F (v)− F (vh) ∀v ∈ V ,

v := vh ⇒ a(u, vh)− a(uh, vh) = a(u− uh, vh − vh) = 0

=⇒ a(u− uh, vh) = 0 ∀vh ∈ Vh, (tedy i pro vh − uh ∈ Vh) =⇒

a(u− uh, vh − uh) = 0 . (61)

Bilineárńı forma a(·, ·) je V–eliptická =⇒ a(u− uh, u− uh) ≥ m ||u− uh||2 =⇒

1

m
a(u− uh, u− vh + vh − uh) ≥ ||u− uh||2 =⇒
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1

m
(a(u− uh, u− vh) + a(u− uh, vh − uh)) ≥ ||u− uh||2 .

Aplikujeme-li (61), dostaneme
1

m
a(u− uh, u− vh) ≥ ||u− uh||2, a z omezenosti a(·, ·) plyne

M

m
||u− uh|| ||u− vh|| ≥ ||u− uh||2 , t.j.

||u− uh|| ≤ konst · ||u− vh|| ∀vh ∈ Vh , konst =
M

m
.

�

Poznámka 5.1 Je-li bilineárńı forma symetrická, lze ukázat, že v tom př́ıpadě je konst =√
M

m
, a tedy dostáváme ”lepš́ı” odhad chyby.

Uved’me bez d̊ukazu ještě jeden odhad chyby:

Věta 5.3 Necht’ u je slabé řešeńı, uh jeho aproximace metodou konečných prvk̊u. Pak

||uh − u||a ≤ c · h2||u||2 .

6 Metoda konečných prvk̊u pro okrajové úlohy

Necht’ nyńı Ω = (0, 1) , b ≡ 0 na Ω. Označme

Au := −(au′)′ + c u = f v (0, 1) , (62)

u(0) = u(1) = 0 , (63)

kde a = a(x), c = c(x) jsou hladké funkce, a(x) ≥ a0 > 0 , c(x) ≥ 0 ∈ Ω , f ∈ L2(Ω) .
Variačńı formulace:

? u ∈ H1
0 (Ω) : a(u, ϕ) = (f, ϕ) ∀ϕ ∈ H1

0 , (64)

kde

a(u, ϕ) =

∫
Ω

(a v′w′ + c v w)dx , (f, ϕ) =

∫
Ω

f ϕdx .

Vı́me, že existuje právě jedno řešeńı u ∈ H1
0 (Ω) . . . slabé řešeńı (62), (63). Rozdělme interval

Ω = 〈0, 1〉 : 0 = x0 < x1 < . . . , xM = 1 a položme

hj = xj − xj−1 , h = max
j
hj , Kj = 〈xj−1, xj〉 .

Řešeńı hledáme v konečnědimenzionálńım prostoru funkćı Sh ,

Sh = {v ∈ C = C(Ω), v je lineárńı na každém Kj, v(0) = v(1) = 0} ,

v(x) = αx+ β . . . správně tzv. afinńı funkce pro β 6= 0 .
Zřejmě Sh ⊂ H1

0 (Ω) .
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Obrázek 3: Bázové funkce prostoru Sh

Báze Sh : množina {Φi}M−1
i=1 ⊂ Sh ”stanových funkćı”:

Φi(xj) =

{
1 i = j
0 i 6= j .

Libovolnou funkci v ∈ Sh lze napsat jako lineárńı kombinaci funkćı Φi:

v(x) =
M−1∑
i=1

vi Φi(x) , vi = v(xi).

Př́ıklad 6.1
−u′′ + u = 2x , pro x ∈ (0, 1) , u(0) = u(1) = 0 . (65)

Najděte slabé řešeńı pomoćı metody konečných prvk̊u založené na po částech lineárńıch bázových
funkćıch pro rovnoměrné děleńı intervalu 〈0, 1〉 s krokem h = 0, 2 (0, 1 ; 0, 05) . Najděte přesné
řešeńı a vypočtěte maximálńı chybu výpočtu v bodech děleńı.

Přesné řešeńı (vypočtěte si):

upr(x) = − 2

e2 − 1
ex+1 +

2

e2 − 1
e−x+1 + 2x .

Metoda konečných prvk̊u:

hj = h = 0, 2 ∀j = 1, . . . , 5 (M = 5) ,

K1 = 〈0 ; 0, 2〉 , K2 = 〈0, 2 ; 0, 4〉 , K3 = 〈0, 4 ; 0, 6〉 , K4 = 〈0, 6 ; 0, 8〉 , K5 = 〈0, 8 ; 1〉 .

x0 = 0 , x1 = 0, 2 , x2 = 0, 4 , x3 = 0, 6 , x4 = 0, 8 , x5 = 1 , obecně xk = k · 0, 2 , k = 0, . . . , 5.
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Vypočteme bázové (”stanové”) funkce Φ1 , Φ2 , . . . ,Φ4 (viz obr. 3):

Φ1(x) = α1 x+ β1 , x ∈ 〈0 ; 0, 2〉 , Φ1(0) = 0 , Φ1(0, 2) = 1 ⇒ α1 = 5, β1 = 0

Φ1(x) = α2 x+ β2 , x ∈ 〈0, 2 ; 0, 4〉 , Φ1(0, 2) = 1 , Φ1(0, 4) = 0 ⇒ α2 = −5, β2 = 2

Tedy

Φ1(x) =


5x x ∈ 〈0 ; 0, 2〉

−5x+ 2 x ∈ 〈0, 2 ; 0, 4〉
0 x ∈ 〈0, 2 ; 1〉

Obdobně vypočteme

Φ2(x) =


0 x ∈ 〈0 ; 0, 2〉

5x− 1 x ∈ 〈0, 2 ; 0, 4〉
−5x+ 3 x ∈ 〈0, 4 ; 0, 6〉

0 x ∈ 〈0, 6 ; 1〉

Φ3(x) =


0 x ∈ 〈0 ; 0, 4〉

5x− 2 x ∈ 〈0, 4 ; 0, 6〉
−5x+ 4 x ∈ 〈0, 6 ; 0, 8〉

0 x ∈ 〈0, 8 ; 1〉

Φ4(x) =


0 x ∈ 〈0 ; 0, 6〉

5x− 3 x ∈ 〈0, 6 ; 0, 8〉
−5x+ 5 x ∈ 〈0, 8 ; 1〉

Variačńı formulace:∫ 1

0

(−u′′ + u)ϕdx = 2

∫ 1

0

xϕdx , ϕ ∈ C1
0(Ω) (ϕ(0) = ϕ(1) = 0)

∫ 1

0

−u′′ϕdx = [−u′ϕ]
1
0 +

∫ 1

0

u′ ϕ′dx =

∫ 1

0

u′ ϕ′dx =⇒

a(u, ϕ) =

∫ 1

0

(u′ϕ′ + uϕ)dx = 2

∫ 1

0

xϕdx = L(ϕ) , ∀ϕ ∈ C1
0(Ω) .

Maticově, viz (59), dostáváme

A−→α =
−→
b ,

A = (aij)
4
i,j=1 = (a(ϕj, ϕi))

4
i,j=1 ,

−→
b = (L(ϕj))

4
j=1 ,

−→α = (α1, . . . , α4)
T .

a11 = a(ϕ1, ϕ1) =

∫ 1

0

((ϕ′1)
2+ϕ2

1)dx =

∫ 0.2

0

(25+25x2)dx+

∫ 0.4

0.2

(25+(−5x+2)2)dx = 10.13333333 ,

a12 = a21 = a(ϕ2, ϕ1) =

∫ 1

0

(ϕ′1 ϕ
′
2+ϕ1 ϕ2)dx =

∫ 0.4

0.2

(−25+(−5x+2)(5x−1))dx = −4.966666667 ,

a13 = a31 = a(ϕ3, ϕ1) = 0 , a14 = a41 = a(ϕ4, ϕ1) = 0 , a24 = a42 = a(ϕ4, ϕ2) = 0 ,

a22 = a(ϕ2, ϕ2) =

∫ 1

0

((ϕ′2)
2+ϕ2

2)dx =

∫ 0.4

0.2

(25+(5x−1)2)dx+

∫ 0.6

0.4

(25+(−5x+3)2)dx = 10.13333333 ,

a23 = a32 = a(ϕ3, ϕ2) =

∫ 1

0

(ϕ′3 ϕ
′
2+ϕ3 ϕ2)dx =

∫ 0.6

0.4

(−25+(−5x+3)(5x−2))dx = −4.966666667 ,

a33 = a(ϕ3, ϕ3) =

∫ 1

0

((ϕ′3)
2+ϕ2

3)dx =

∫ 0.6

0.4

(25+(5x−2)2)dx+

∫ 0.8

0.6

(25+(−5x+4)2)dx = 10.13333333 ,
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a34 = a43 = a(ϕ3, ϕ4) =

∫ 1

0

(ϕ′3 ϕ
′
4 + ϕ3 ϕ4)dx = −4.966666667 ,

a44 = a(ϕ4, ϕ4) =

∫ 1

0

((ϕ′4)
2 + ϕ2

4)dx = 10.13333333 .

Tedy matice tuhosti A je tř́ıdiagonálńı, symetrická, positivně definitńı matice:

A =


10.13333333 −4.966666667 0 0

−4.966666667 10.13333333 −4.966666667 0
0 −4.966666667 10.13333333 −4.966666667
0 0 −4.966666667 10.13333333

 .

b1 = L(ϕ1) = 2

∫ 1

0

xϕ1dx = 2

∫ 0.2

0

5x2dx+ 2

∫ 0.4

0.2

x(−5x+ 2)dx = 0, 08 ,

b2 = L(ϕ2) = 2

∫ 1

0

xϕ2dx = 2

∫ 0.4

0.2

x(5x− 1)dx+ 2

∫ 0.6

0.4

x(−5x+ 3)dx = 0, 16 ,

b3 = L(ϕ3) = 2

∫ 1

0

xϕ3dx = 2

∫ 0.6

0.4

x(5x− 2)dx+ 2

∫ 0.8

0.6

x(−5x+ 4)dx = 0, 24 ,

b4 = L(ϕ4) = 2

∫ 1

0

xϕ4dx = 2

∫ 0.8

0.6

x(5x− 3)dx+ 2

∫ 1

0.8

x(−5x+ 5)dx = 0, 32 .

Tedy
−→
b = (0, 08; 0, 16; 0, 24; 0, 32)T .

Řešńım soustavy (59) – existuje právě jedno – dostaneme neznámé koeficienty

−→α = (α1, . . . , α4)
T = (0.05753111842, 0.1012715436, 0.1168752524, 0.08886319940)T

a řešeńı u(x):

u(x) =


α1 5x = 0.2876555921x x ∈ 〈0; 0, 2〉
α1 (−5x+ 2) + α2(5x− 1) = 0.2187021259x+ 0.0137906932 x ∈ 〈0.2; 0.4〉
α2 (−5x+ 3) + α3(5x− 2) = 0.0780185440x+ 0.0700641260 x ∈ 〈0.4; 0, 6〉
α3 (−5x+ 4) + α4(5x− 3) = −0.140060265x+ 0.2009114114 x ∈ 〈0.6; 0, 8〉
α4 (−5x+ 5) = −0.444315997x+ 0.4443159970 x ∈ 〈0.8; 1〉

Povšimněte si, že např́ıklad v bodě x = 0, 4 je u(0, 4) = 0.1012715436 = α2 atd., tedy αi = u(xi).
Poč́ıtáme-li maximálńı chybu výpočtu v uzlových bodech děleńı, poč́ıtáme rozd́ıl |upr(xi)− αi| .
�

Konečným prvkem (přesná definice viz. definice 8.1) obvykle rozumı́me trojici (K,P ,Σ), kde
K je nějaká uzavřená souvislá množina v Rd ,
P je konečnědimenzionálńı podprostor hladkých funkćı

(např. polynomů) na množině K ,
Σ jsou ”stupně volnosti” prostoru P .

V našem př́ıkladě: K = 〈0, 1〉 , P ≡ Sh . . . po částech lineárńı spojité funkce, tzv. lineárńı
konečné prvky , Σ = {α1, α2, α3, α4} .

Poznámka 6.1 Diferenciálńı rovnice, které lze slabě formulovat, maj́ı sudý řád 2m a slabé
řešeńı hledáme v prostoru Hm (v našem př́ıpadě je rovnice 2. řádu, slabé řešeńı hledáme v H1).
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Obrázek 4: Slabé řešeńı rovnice (65) a jeho chyba (M=5)

7 Modelový problém v rovině

Necht’ Ω je mnohoúhelńık. Řešme Dirichletovu úlohu:

−4u = f na Ω ⊂ R2 (66)

u = 0 naΓ = ∂Ω . (67)

Poznamenejme, že je-li f = 0, je rovnice (66) Laplaceova rovnice a jej́ım řešeńım jsou harmo-
nické funkce. Je-li f nenulové, nazývá se rovnice (66) Poissonovou rovnićı.
Variačńı formulace:

a(u, v) = L(v) ∀v ∈ H1
0 (Ω) u . . . slabé řešeńı

a(u, v) =

∫
Ω

∇u∇vdx =

∫
Ω

gradu · grad v dx ,

L(v) =

∫
Ω

fvdx .

Postupujeme obdobně jako pro Ω = 〈0, 1〉 .
Rozděĺıme mnohoúhelńık Ω např. na trojúhelńıky nebo čtyřúhelńıky, tj. necht’
Th = {K} je množina uzavřených trojúhelńık̊u . . . triangulace Ω taková, že

Ω =
⋃

K∈Th

K , hk = diam(K) , h = max
K∈Th

hK .

Vrcholy trjúhelńık̊u K ∈ Th . . . uzly triangulace Th .

Předpoklad: Pr̊unik libovolných dvou trojúhelńık̊u z Th je bud’ prázdný, nebo uzel, nebo
hrana a žádný uzel nelež́ı uvnitř nějaké hrany Th .
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Obrázek 5: Vlevo př́ıpustná triangulace, vpravo nepř́ıpustná

Th . . . triangulace, k Th přǐrad́ıme prostor funkćı Sh, který obsahuje spojité, počástech lineárńı
funkce na Th, které jsou nulové na Γ:

Sh = {v ∈ C(Ω) : v je lineárńı v K ∀K ∈ Th , v = 0 na Γ } ⊂ H1
0 (Ω) .

Necht’ {Pi}Mh
i=1 je množina vnitřńıch uzl̊u Ω, t.j. takových uzl̊u, které nelež́ı na Γ. Funkce z Sh

jsou jednoznačně určeny svými hodnotami v Pj, báze Sh . . . stanové (pyramidové) funkce:

{Φi}Mh
i=1 ⊂ Sh : Φi(Pj) = δij =

{
1 i = j
0 i 6= j

=⇒

v ∈ Sh , v(x) =

Mh∑
i=1

vi Φi(x) , kde vi = v(Pi) . . . hodnoty funkce v v uzlech .

Sh je konečnědimenzionálńı podprostor H1
0 (Ω) .

Př́ıklad 7.1 Řešte Dirichletovu úlohu

−4u = f v Ω ⊂ R2 , Ω = (0, 1)× (0, 1) (68)

u = 0 na Γ , (69)

f(x, y) = sin(π x) sin(π y) + sin(π x) sin(2πy) , (x, y) ∈ Ω ,

metodou konečných prvk̊u založené na po částech lineárńıch funkćıch, Ω rozdělte na trojúhelńıky,
které źıskáte tak, že každý element čtvercové śıtě s krokem h = 0.2 (0.1, 0.05) rozděĺıte uh-
lopř́ıčkou přidáńım diagonály s kladnou směrnićı. Ověřte, že triangulace splňuje naše požadavky.
Vypočtěte L2−normu chyby.
Přesné řešeńı:

u(x, y) = (2π2)−1 sin(πx) sin(πy) + (5π2)−1 sin(πx) sin(2πy) .

�
> N1t1:=(x,y)->5*y;

N1t1 := (x, y) → 5 y

> N1t2:=(x,y)->-5*x+5*y+1;
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Obrázek 6: Triangulace v rovině

N1t2 := (x, y) → −5x+ 5 y + 1

> N1t3:=(x,y)->-5*x+2;

N1t3 := (x, y) → −5x+ 2

> N1t4:=(x,y)->-5*y+2;

N1t4 := (x, y) → −5 y + 2

> N1t5:=(x,y)->5*x-5*y+1;

N1t5 := (x, y) → 5x− 5 y + 1

> N1t6:=(x,y)-> 5*x;

N1t6 := (x, y) → 5x
> P1:=plot3d(N1t1(x,y),x=0..0.2,
> y=0..x,grid=[20,20],axes=normal,color=red):
> P2:=plot3d(N1t2(x,y),x=0.2..0.4,
> y=x-0.2..0.2,grid=[20,20],axes=normal,color=cyan):
> P3:=plot3d(N1t3(x,y),x=0.2..0.4,
> y=0.2..x,grid=[20,20],axes=normal,color=magenta):
> P4:=plot3d(N1t4(x,y),x=0.2..0.4,
> y=x..0.4,grid=[20,20],axes=normal,color=green):
> P5:=plot3d(N1t5(x,y),x=0..0.2,
> y=0.2..x+0.2,grid=[20,20],axes=normal,color=orange):
> P6:=plot3d(N1t6(x,y),x=0..0.2,
> y=x..0.2,grid=[20,20],axes=normal,color=blue):

> f:=(x,y)->0:
> P7:=plot3d(f(x,y),x=0..0.2,
> y=x+0.2..0.4,grid=[20,20],axes=normal,color=yellow):
> P8:=plot3d(f(x,y),x=0.2..0.4,
> y=0..x-0.2,grid=[20,20],axes=normal,color=yellow):
> P9:=plot3d(f(x,y),x=0..0.4,
> y=0.4..1,grid=[20,20],axes=normal,color=yellow):
> P10:=plot3d(f(x,y),x=0.4..1,
> y=0..1,grid=[20,20],axes=normal,color=yellow):
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Obrázek 7: Bázová fce Φ1

Obrázek 8: Kvadratické elementy
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8 Konstrukce prostoru konečných prvk̊u

Variačńı úloha:
? u ∈ H (H . . . Hilbert̊uv)

a(u, v) = F (v) ∀v ∈ V (např. V = H1
0 ) (70)

kde a(u, v) je nějaká bilineárńı forma a F je lineárńı spojitý funkcionál na V .
Konstruujeme prostor S ⊂ V, dimS <∞. Co muśıme vědět?

1. Jak vypadaj́ı funkce z S na dané podmnožině?

2. Jak tyto funkce najdeme?

3. Jak se restrikce funkćı na dvou sousedńıch ”elementech” chovaj́ı na společné hranici?

Definice 8.1 Konečný prvek (Ciarlet 1978) Necht’

(i) K ⊆ Rn je omezená, uzavřená množina s neprázdným vnitřkem a s po částech hladkou
hranićı (element domain)

(ii) P je konečnědimenzionálńı prostor funkćı na K (prostor tvarových funkćı – shape functi-
ons)

(iii) N = {N1, N2, . . . , Nk} je báze P ′ (omezené (spojité) lineárńı funkcionály nad P). N =
množina uzlových proměnných.

Pak (trojice) (K,P ,N ) se nazývá konečný prvek.
Báze {Φ1,Φ2, . . . ,Φk} prostoru P taková, že Ni(Φj) = δij se nazývá uzlová báze P.

Př́ıklad 8.1 Jednodimenzionálńı Lagrange̊uv prvek
Konečný prvek (K,P,N), kde K = 〈0, 1〉 , P je množina lineárńıch polynom̊u jedné proměnné,
N = {N1, N2} , N1(v) = v(0) , N2(v) = v(1) ∀v ∈ P
Báze P = {Φ1(x),Φ2(x)},

Φ1(x) = 1− x, Φ1(0) = 1, Φ1(1) = 0
Φ2(x) = x, Φ2(0) = 0, Φ2(1) = 1.

Pak

v = α(1− x) + βx, α, β ∈ R, v(0) = α := N1(v), v(1) = β := N2(v) ∀v ∈ P .
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9 Eliptické parciálńı diferenciálńı rovnice

10 Parabolické parciálńı diferenciálńı rovnice

Řešme nyńı následuj́ıćı úlohu parabolického typu

ut −4u = f v Ω× R+ , Ω ⊂ R2 , (71)

u = 0 na Γ× R+ , (72)

u(., 0) = u0 v Ω . (73)

Variačńı formulaci jako obvykle źıskáme tak, že rovnici (71) vynásob́ıme funkćı ϕ = ϕ(x) ,
takovou, že ϕ ∈ C1

0 , i.e ϕ je dostatečně hladká funkce, nulová na hranici Γ, zintegrujeme přes
Ω a použijeme Greenovu formuli:

(ut, ϕ) + a(u, ϕ) = (f, ϕ) ∀ϕ ∈ H1
0 , t ∈ R+ , kde

a(v, w) =

∫
Ω

∇v∇wdx , (v, w) =

∫
Ω

v wdx .

Naš́ım ćılem je tedy řešit variačńı úlohu: Hledáme u = u(x, t) ∈ H1
0 (Ω) ∀t > 0 tak, aby

(ut, ϕ) + a(u, ϕ) = (f, ϕ) ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω), t ∈ R+ ,

u(., 0) = v v Ω .

Opět lze ukázat, že je-li u klasické řešeńı, je u i slabé řešeńı. Naopak, je-li u slabé řešeńı a
u ∈ C2(Ω), t > 0 , pak u je klasické řešeńı .

10.1 Metoda konečných prvk̊u pro parabolickou rovnici

Necht’ Ω ⊂ R2 je omezená, konvexńı oblast s hladkou hranićı Γ.

V prvńım kroku aproximujeme řešeńı u(x, t) funkćı uh(x, t) , která je pro každé pevné t
po částech lineárńı funkćı na triangulaci Th = {K} oblasti Ω . Prostor Sh bude opět prostor
spojitých, po trojúhelńıćıch lineárńıch funkćı, nulových na hranici Γ oblasti Ω. Jeho dimenze je
rovna počtu vnitřńıch uzl̊u Th , označme tyto uzly {Pj}Mh

j=1 . Za bázi Sh zvoĺıme opět ”stanové”

funkce: {Φi}Mh
i=1 ⊂ Sh , Φi(Pj) = δij .

Uved’me nejprve slabou formulaci, při ńıž diskretizujeme naši úlohu pouze v proměnné x.
Jde o tzv. prostorově semidiskrétńı problém:

? uh(t) = uh(., t) ∈ Sh ∀t ≥ 0 :

((uh)t, χ) + a(uh, χ) = (f, χ) ∀χ ∈ Sh, t > 0 (74)

uh(0) = vh , (75)

kde vh ∈ Sh je aproximace funkce v (viz. počátečńı podmı́nka) .
Ekvivalentně

? koeficienty αj(t) : uh(x, t) =

Mh∑
j=1

αj(t)Φj(x) tak, aby
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Mh∑
j=1

α′j(t)(Φj,Φk) +

Mh∑
j=1

αj(t)a(Φj,Φk) = (f(t),Φk) , k = 1, . . . ,Mh ,

αj(0) = γj , j = 1, . . . ,Mh ,

kde γj jsou uzlové hodnoty aproximace vh funkce v (viz počátečńı podmı́nka zadaná v čase
t = 0). Maticově:

Bα′(t) + Aα(t) = b(t) , t > 0 , (76)

α(0) = γ , (77)

kde B = (bkj) , bkj = (Φj,Φk) , je tzv. hmotová matice (mass matrix), A = (akj) , akj =
a(Φj,Φk) je př́ıslušná matice tuhosti (stiffness matrix) , b = (bk) , bk = (f,Φk) je vektor
pravé strany a konečně α(t) = (α1(t), . . . , αMh

(t))T je vektor hledaných koeficient̊u.
Poznamenejme, že v tomto př́ıpadě jsou matice A a B symetrické, positivně definitńı, tedy

existuje B−1. Rovnice (76), (77) můžeme přepsat:

α′(t) + B−1Aα(t) = B−1b(t) , t > 0 ,

α(0) = γ ,

Tato soustava má pro t > 0 jediné řešeńı.

Zmiňme se ještě krátce o několika metodách úplné diskretizace (v prostoru i v čase) naš́ı
parabolické úlohy.

1. Zpětná Eulerova-Galerkinova metoda
Necht’ k je časový krok, Un ∈ Sh aproximace u(t) v čase t = tn = n · k.

Metoda spoč́ıvá v nahrazeńı derivace (uh)t v rovnici (74) zpětným diferenčńım kvocientem

∂tU
n = k−1(Un − Un−1) ,

což vede na úlohu

(∂tU
n, χ) + a(Un, χ) = (f(tn), χ) ∀χ ∈ Sh, n ≥ 1 ,

U0 = vh .

Známe-li už Un−1, vyjádř́ıme Un z této rovnice, a dále vyjádř́ıme Un pomoćı báze Sh:

Un(x) =

Mh∑
j=1

αn
j Φj(x).

Pro n−tou iteraci vektoru αn a pro počátečńı aproximaci α0 = γ dostaneme soustavu

(B + kA)αn = Bαn−1 + kbn , n ≥ 1 .

Metoda je numericky stabilńı bez ohledu na vztah mezi h a k.

2. Eulerova-Galerkinova metoda vpřed
Derivaci (uh)t v rovnici (74) nahrad́ıme diferenćı vpřed:

∂tU
n =

1

k
(Un+1 − Un) .
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Analogicky jako pro zpětnou metodu odvod́ıme výslednou rovnici pro n−tou iteraci:

Bαn+1 = (B− kA)αn + kbn , n ≥ 0 .

Metoda neńı pro libovolnou volbu k a h numericky stabilńı. Jej́ı stabilita záviśı na největš́ım
vlastńım č́ısle diskrétńıho Jacobiánu .

3. Crank-Nicolson-Galerkinova metoda
Semidiskrétńı rovnice je diskretizována v čase symetricky kolem bodu

tn− 1
2

= (n− 1

2
)k .

11 Reakčně-difúzně-konvekčńı rovnice

V tomto odstavci se budeme zabývat numerickým řešeńım reakčně-difúzně-konvekčńıch rov-
nic, přesněji rovnic lineárńı konvekce a difuze s nelineárńı chemickou reakćı. Matematicky je
časový vývoj chemických nebo biologických děj̊u popsán parciálńımi diferenciálńımi rovnicemi
odvozenými obvykle z hmotnostńı bilance.

Uvažujme koncentraci u(x, t) chemické látky, kde x ∈ R je prostorová proměnná, t ≥ 0 je
časová proměnná. Necht’ h > 0 je nějaké malé č́ıslo. Uvažujme pr̊uměrnou koncentraci u(x, t)

na intervalu 〈x− 1

2
h, x+

1

2
h〉,

u(x, t) =
1

h

∫ x+ 1
2
h

x− 1
2
h

u(s, t)ds = u(x, t) +
1

24
h2 ∂

2

∂x2
u(x, t) + · · · .

Necht’ se látka š́ı̌ŕı médiem rychlost́ı a(x, t). Z hmotnostńı bilance dostáváme

∂

∂t
u(x, t) =

1

h

[
a(x− 1

2
h, t)u(x− 1

2
h, t)− a(x+

1

2
h, t)u(x+

1

2
h, t)

]
.

Pak pro h −→ 0 plat́ı pro koncentraci

∂

∂t
u(x, t) +

∂

∂x
(a(x, t)u(x, t)) = 0 .

Tato rovnice se nazývá rovnićı konvekce.
Obdobně popǐsme efekt difúze. Rovnice difúze má tvar

∂

∂t
u(x, t) =

∂

∂x

(
d(x, t)

∂

∂x
u(x, t)

)
,

kde d(x, t) je difúzńı koeficient.
Koncentrace u(x, t) se také měńı vlivem zdroje a chemické reakce, což zaṕı̌seme jako

∂

∂t
u(x, t) = f(x, t, u(x, t)) .

Zkombinujeme-li efekt konvekce, difúze a chemické reakce, dostaneme reakčně-difúzně-konvekčńı
rovnici

∂

∂t
u(x, t) +

∂

∂x
(a(x, t)u(x, t)) =

∂

∂x

(
d(x, t)

∂

∂x
u(x, t)

)
+ f(x, t, u(x, t)) . (78)
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Budeme řešit rovnici (78) na intervalu Ω ∈ R pro čas t > 0. Bude dána počátečńı podmı́nka
u(x, 0) a vhodné okrajové podmı́nky.

Rovnici (78) obvykle zapisujeme ve tvaru (vynecháváme závislost u na x a parciálńı derivace
zapisujeme pomoćı index̊u)

ut + (au)x = (dux)x + f(u) . (79)

V rovnici (79) předpokládáme, že koeficienty konvekce a(x, t) a difúze d(x, t) jsou dány a jsou
nezávislé na koncentraci u(x, t), a tedy konvekčńı a difúzńı člen je lineárńı.

11.1 Modelová reakčně-difúzně-konvekčńı rovnice

Zkoumejme nejprve jednodimenzionálńı konvekčně-difúzńı rovnici

ut + aux = duxx , (80)

kde a ∈ R a d ≥ 0 jsou konstanty, t > 0, x ∈ R, s počátečńı podmı́nkou u(x, 0) = u0(x) a s
periodickou okrajovou podmı́nkou

u(x± 1, t) = u(x, t) . (81)

S touto okrajovou podmı́nkou stač́ı řešit rovnici na intervalu 〈0, 1〉 a pak ”slepit” x = 0 a x = 1.
Poznamenejme, že je-li u(x, t) koncentrace, pak integrál

M(t) =

∫ 1

0

u(x, t)dx

reprezentuje hmotu na intervalu 〈0, 1〉 v čase t. Řešeńı konvekčně-difúzńı rovnice splňuj́ı princip
maxima

min
0≤ξ≤1

u(ξ, 0) ≤ u(x, t) ≤ max
0≤ξ≤1

u(ξ, 0) , (82)

a tedy konkrétně je-li u(x, 0) ≥ 0, pak u(x, t) ≥ 0 pro všechna x.
Je-li v rovnici (80) a = 0, dostaneme tzv. rovnici vedeńı tepla.
V praktických aplikaćıch řeš́ıme většinou v́ıcedimenzionálńı úlohy s proměnlivými koefici-

enty. Např́ıklad obdoba rovnice (80) ve třech dimenźıch má tvar

ut = (a1u)x + (a2u)y + (a3u)z = (d1ux)x + (d2uy)y + (d3uz)z . (83)

Budeme použ́ıvat značeńı z klasické vektorové analýzy: a · b je Euklidovský skalárńı součin
vektor̊u a, b ∈ R3,

∇ = (∂x, ∂y, ∂z)
T, gradu ≡ ∇u = (ux, uy, uz)

T ,

divergence diferencovatelné vektorové funkce a = (a1, a2, a3)
T

diva ≡ ∇ · a =
∂a1

∂x
+
∂a2

∂y
+
∂a3

∂z
.

Dále 4 = ∇ · ∇ je Laplace̊uv operátor,

4u = uxx + uyy + uzz .
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Vı́cedimensionálńı konvekčně-difúzńı rovnici (83) pak přeṕı̌seme ve tvaru

ut +∇ · (au) = ∇ · (D∇u) , (84)

kde D je diagonálńı matice, D = diag(d1, d2, d3) .
Je-li a = 0, pak difúzńı rovnice

ut = ∇ · (D∇u) (85)

je tzv. (v́ıcedimenzionálńı) rovnice vedeńı tepla.
Uvažujme nyńı r chemických reakćı mezi s prvky Ui, i = 1, . . . , s, s koncentracemi ui.

Předpokládejme, že s prvk̊u reaguje současně v r reakćıch
s∑

i=1

lijUi
kj−→

s∑
i=1

rijUi , j = 1, . . . , r , (86)

kde lij, rij jsou stoichiometrické koeficienty, kj > 0 je řád chemické reakce a necht’ rychlost
j−té reakce

gj(t, u) = kj(t)
s∏

n=1

(un)lnj ,

je př́ımo úměrná součinu všech koncentraćı na levé straně reakce. Pro všechny reakce prvku Ui

dostaneme soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic

u′i(t) =
r∑

j=1

(rij − lij)gj(t, u(t)) , i = 1, . . . , s ,

kterou pro u = (u1, . . . , us)
T přeṕı̌seme

u′(t) = Sg(t, u(t)) , u(0) dáno , (87)

kde S je s× r stoichiometrická matice a g(t, u) = (gj(t, u)) ∈ Rr .
Spoj́ıme-li konvekčně-difúzni rovnici (84) s obecným reakčńım systémem (87), dostaneme

obecnou reakčně-difúzně-konvekčńı rovnici
∂

∂t
uj +∇ · (ajuj) = ∇ · (Dj∇uj) + fj(u) , j = 1, . . . , s , (88)

kde aj = (aj1, a2j, a3j)
T je vektor rychlost́ı pro koncentrace prvk̊u uj a Dj je odpov́ıdaj́ıćı difúzńı

matice. Připomeňme, že u = (u1, . . . , us)
T reprezentuje vektor koncentraćı prvk̊u, a že s rovnic

je ”zkaplováno” nelineárńı chemickou reakćı.
Numerickým řešeńım těchto rovnic pomoćı metody konečných prvk̊u se nyńı budeme zabývat.

11.2 Jednodimenzionálńı metoda konečných prvk̊u

Připomeňme, že přibližná řešeńı diferenciálńıch rovnic źıskaná metodou konečných prvk̊u jsou
spojitá, a tedy umožňuj́ı zjistit přibližnou hodnotu řešeńı v libovolném bodě dané oblasti a na
jej́ı hranici.

Necht’wh(x, t) ≈ u(x, t) je taková aproximace řešeńı, že pro každé pevné t lež́ı funkce wh(·, t)
v konečnědimenzionálńım prostoru funkćı. Vybereme v tomto prostoru bázové funkce ϕj(x).
Pak wh(x, t) je lineárńı kombinaćı těchto bázových funkćı:

wh(x, t) =
∑

j

wj(x)ϕj(x) .

Bázové funkce voĺıme jako po částech polynomiálńı funkce s kompaktńım nosičem, [2], [8], [7].
Zde pro jednoduchost budeme obvykle volit bázové funkce spojité, po částech lineárńı.
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11.2.1 Stacionárńı úlohy

Pro jednoduchost uvažujme nejprve konvexně–difúzńı časově nezávislou rovnici v jedné dimenzi

aux = duxx − cu+ s(x), 0 < x < 1 , (89)

s lineárńım reakčńım zdrojem −cu+ s(x) a konstantńımi koeficienty a ∈ R, d, c ≥ 0. Okrajové
podmı́nky uvažujme např́ıklad

u(0) = γ0 , ux(1) = 0 . (90)

Až dosud jsme se nezabývali prostorem funkćı, ve kterém hledáme řešeńı. Klasické řešeńı
rovnice (89) by vyžadovalo řešeńı u se dvěmi spojitými derivacemi na intervalu 〈0, 1〉. Budeme
řešit slabou formulaci problému, [7], [2], [8], [6], [3]. Vynásob́ıme rovnici (89) testovaćı funkćı v
splňuj́ıćı v(0) = 0 a zintegrujeme per partes. Dostaneme∫ 1

0

(dux(x)vx(x) + aux(x)v(x) + cu(x)v(x)) dx =

∫ 1

0

s(x)v(x)dx .

Toto lze jednoduše zapsat jako
[u, v] = (s, v) ,

kde skalárńı součin (·, ·) a bilineárńı forma [·, ·] jsou definovány předpisem

(w, v) =

∫ 1

0

w vdx , [w, v] =

∫ 1

0

(dwxvx + awxv + cwv)dx . (91)

Prostorem funkćı, ve kterém je definován uvedený skalárńı součin (·, ·), je prostor L2[0, 1], což
je prostor funkćı integrovatelných s kvadrátem na intervalu 〈0, 1〉, tj. funkćı v, pro které je∫ 1

0
v2dx <∞. Tyto funkce nemuśı být spojité, ale pro jednoduchost budeme předpokládat, že

jsou nespojité v nejvýše konečném počtu bod̊u intervalu 〈0, 1〉. Bilineárńı formu uvažujme na
prostoru

H = {v : v ∈ C0〈0, 1〉, vx ∈ L2[0, 1]} .
Toto je nejjednodušš́ı př́ıklad Sobolevova prostoru, viz odstavec 3.6.3. Daľśı podrobnosti najde
čtenář např. v [1], [3], [2], [7]. Necht’ nyńı

V = {v ∈ H : v(0) = γ0} , V0 = {v ∈ H : v(0) = 0} . (92)

Slabá formulace úlohy (89): hledáme u ∈ V tak, aby

[u, v] = (s, v) ∀v ∈ V0. (93)

Řešeńı u ∈ V úlohy (93) je slabé řešeńı úlohy (89). Je-li d(x) ≥ d0 > 0 a c(x) − 1
2
a′(x) ≥ 0

na intervalu 〈0, 1〉, s ∈ L2[0, 1], pak existuje právě jedno slabé řešeńı u ∈ V úlohy (93), viz
odstavec 4.1.

Povšimněme si ještě speciálńıho př́ıpadu, kdy v rovnici (89) je a = 0. Pak bilineárńı forma

[w, v] =

∫ 1

0

(dwxvx + cwv)dx

je symerická, positivně definitńı, koercivńı, omezená a indukuje na prostoru V0 energetickou
normu (31), kterou později využijeme při odhadech chyby řešeńı, viz. (97).
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Necht’ s ∈ L2[0, 1]. Je-li u klasickým řešeńım problému (89), (90), pak bude jistě splňovat
rovnici (93), a tedy bude i slabým řešeńım. Naopak, je-li u dvakrát spojitě diferencovatelná
funkce a splňuje rovnici (93), lze ukázat, že splňuje rovnice (89), (90), tedy dostatečně hladké
slabé řešeńı je i klasickým řešeńım daného problému, [2], [6], [3], [7]. Zd̊urazněme nicméně, že
slabé řešeńı (93) nemuśı být dvakrát spojitě diferencovatelné, stač́ı požadovat u ∈ H.

Homogenńı Neumannovu okrajovou podmı́nku ux(1) = 0 v bodě x = 1 jsme využili
pouze v integraci per partes při odvozováńı slabé formulace (93). Homogenńı Neumannova
okrajová podmı́nka se někdy nazývá přirozenou okrajovou podmı́nkou. Dirichletovy okrajové
podmı́nky, které muśı být zabudovány do definice aproximačńıho prostoru V0, se obvykle
nazývaj́ı esenciálńı okrajové podmı́nky. Kdybychom předpokládali nehomogenńı Neumannovy
okrajové podmı́nky, vznikl by nám při integraci per partes daľśı člen na pravé straně rovnice
(93).

Předpokládejme nyńı, že numerická aproximace řešeńı wh je po částech lineárńı. Necht’
{x0, x1, . . . , xm}, x0 = 0, xm = 1, jsou uzlové body śıtě na intervalu 〈0, 1〉, Hh je množina
spojitých po částech lineárńıch funkćı na intervalu 〈0, 1〉, které jsou lineárńı na každém intervalu
(xj, xj+1). Uvažujme tzv. stanové funkce ϕj(x) ∈ Hh , j = 1, . . . ,m, pro které plat́ı, že ϕj(xi) =
δij (pro i = j je δij = 1, pro i 6= j je δij = 0). Tyto funkce generuj́ı konečnědimensionálńı prostor
funkćı Hh , [6], [3], [2], [7].

Stanové bázové funkce ϕ0, . . . , ϕm

Necht’ Vh a Vh
0 je restrikce V a V0 na prostor Hh.

Numerická aproximace slabého řešeńı (93): hledáme wh ∈ Vh tak, aby

[wh, vh] = (s, vh) ∀vh ∈ Vh
0 . (94)

Prostor Vh a prostor testovaćıch funkćı Vh
0 jsou navzájem posunuty o γ0, jinak se nelǐśı.

Metoda konečných prvk̊u s touto vlastnost́ı prostor̊u Vh a Vh
0 se obecně nazývá Galerkinova

(Bubnovova–Galerkinova) metoda.
Přepǐsme nyńı rovnici (94) pomoćı bázových funkćı ϕj:

wh(x) =
m∑

j=0

wjϕj(x) ,

a necht’ testovaćı funkćı vh je také funkce ϕj, j = 1, . . . ,m. Z rovnice (94) dostaneme následuj́ıćı
soustavu lineárńıch algebraických rovnic pro neznámé koeficienty w1, . . . , wm:

m∑
k=0

[ϕk, ϕj]wk = (s, ϕj), j = 1, 2, . . . ,m, (95)
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s rovnićı pro splněńı okrajové podmı́nky w0 = γ0.
Vypočtěme prvky [ϕk, ϕj]. Je-li |k− j| > 1, pak [ϕk, ϕj] = 0. Připust’me, že děleńı intervalu

neńı rovnoměrné. Položme

∆j = xj − xj−1, hj =
1

2
(∆j + ∆j+1) =

1

2
(xj+1 − xj−1).

Diskretizaci (derivace jsme nahradili centrálńımi diferencemi) ve vnitřńıch dělićıch bodech
intervalu 〈0, 1〉 zaṕı̌seme ve tvaru, [6]:

a

2hj

(−wj−1 + wj+1)−
d

hj

(
1

∆j

wj−1 − (
1

∆j

+
1

∆j+1

)wj +
1

∆j+1

wj+1

)
+

+
c

6hj

(∆jwj−1 + 4hjwj + ∆j+1wj+1) =
1

hj

(s, ϕj).

(96)

Předpokládáme-li, že také zdroj s(x) je po částech lineárńı funkćı,

s(x) =
∑

k

skϕk(x) ,

pak na pravé straně rovnice (96) dostaneme

1

hj

(s, ϕj) =
1

6hj

(∆jsj−1 + 4hjsj + ∆j+1sj+1) .

Zmiňme se ještě o odhadech chyb řešeńı.
Necht’ v rovnici (89) je d > 0 a c ≥ 0. Pak

||v||∗ =

(∫ 1

0

(dv2
x + cv2)dx

)1/2

(97)

je energetická norma na prostoru V0. Připomeňme, že ||v|| = (v, v)1/2 je L2−norma funkce v.
Lze ukázat, že bilineárńı forma [·, ·] je omezená:

[v, w] ≤ C1||v||∗||w||∗ ∀v, w ∈ V0 , C1 > 0 , (98)

a koercivńı
[v, v] ≥ C2||v||2∗ ∀v, w ∈ V0 , C2 > 0 . (99)

Poznamenejme, že v př́ıpadě a = 0 je v (98) a v (99) C1 = C2 = 1.
Protože v našem př́ıpadě je Vh ⊂ V a Vh

0 ⊂ V0 ř́ıkáme, že naše metoda konečných prvk̊u je
konformńı.

Pro odhad chyby plat́ı v energetické normě odhad

||u− wh||∗ ≤
C1

C2

min
vh∈Vh

||u− vh||∗ , (100)

tedy v energetické normě je pro chybu u−wh určuj́ıćı, jak dobře umı́me u aproximovat ve Vh.
Konvergence v energetické normě je prvńıho řádu, výhodou našeho odhadu je, že plat́ı i pro
nerovnoměrné děleńı. V L2 normě lze dokázat konvergenci 2. řádu, [2], [3], [10], [7], [6], [1].
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11.2.2 Časově závislé problémy

Uvažujme problém

ut + aux = duxx − cu+ s(x, t) , 0 < x < 1, 0 < t ≤ T , (101)

s danou počátečńı podmı́nkou u(x, 0) a s okrajovými podmı́nkami (90). Na člen ut můžeme
pohĺıžet jako na zdrojový člen, tj. jednoduše mı́sto s dosadit s := s − ut . Pro u(·, t) ∈ V pro
všechna t ∈ 〈0, T 〉 dostaneme slabou formulaci problému (101)

(ut, v) + [u, v] = (s, v) ∀v ∈ V0, 0 < t ≤ T . (102)

Numerická aproximace wh(x, t) muśı splňovat

(wh
t , v

h) + [wh, vh] = (s, vh) ∀vh ∈ Vh
0 , 0 < t ≤ T , (103)

a dále počátečńı podmı́nku wh(x, 0) = uh
0(x), kde uh

0 ∈ Vh je vhodná representace funkce
u(x, 0).

Rozeṕı̌seme wh pomoćı bázových funkćı ϕj

wh(x, t) =
m∑

j=0

wj(t)ϕj(x) , (104)

koeficienty wj(t) jsou časově závislé. Diskrétńı slabá formulace (103) dává soustavu podobnou
soustavě (96), ale na levé straně dostaneme ještě časové derivace, [3], [6], [2], [7]:

1

hj

(wh
t , ϕj) =

1

6hj

(∆jw
′
j−1(t) + 4hjw

′
j(t) + ∆j+1w

′
j+1(t)) . (105)

Označ́ıme-li w(t) = (wj(t))
m
j=1 ∈ Rm , pak tzv. semidiskrétńı soustavu pro homogenńı okra-

jové podmı́nky můžeme zapsat ve tvaru, see [6], [3], [7],

Bw′(t) = Aw(t) +Bg(t) , (106)

kde
A = (ajk) = − ([ϕk, ϕj])

m
j,k=1 , B = (bjk) = ((ϕk, ϕj))

m
j,k=1 ; (107)

po částech lineárńı zdrojový člen je g(t) = (sj(t))
m
j=1.

Nehomogenńı okrajové podmı́nky přidaj́ı daľśı členy k prvńı a posledńı komponentě g(t). V
teorii konečných prvk̊u se matice B obvykle nazývá hmotová matice (mass matrix). Matici A
ř́ıkáme matice tuhosti (stiff matrix).

Poznamenejme, že v rovnici (106) bychom mohli aproximovat také derivaci w′(t),

1

hj

(wh
t , ϕj) ≈ w′

j(t).

Dostali bychom semidiskrétńı soustavu

w′(t) = Aw(t) +Bg(t).

Tento proces nahrazeńı Bw′(t) derivaćı w′(t) se v literatuře nazývá ”mass lumping”, [6]. Může
mı́t negativńı vliv na přesnost řešeńı.

Pro odhad chyby lze obdobně jako ve stacionárńım př́ıpadě dokázat v L2 normě konvergenci
2. řádu. Podrobnosti najde čtenář např. v [2], [3], [10], [6].

Poznamenejme ještě, že dominuje-li v rovnici konvekčńı člen, může standardńı Galerki-
nova metoda konečných prvk̊u vést k oscilaćım v prostorové proměnné. Pak je třeba aplikovat
Petrovovu–Galerkinovu metodu, ve které se prostor, v němž hledáme aproximaci řešeńı, nesho-
duje s prostorem testovaćıch funkćı, [6].
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11.3 Vı́cedimenzionálńı úlohy

Standardńı reakčně-difúzně-konvekčńı rovnici ve v́ıcedimenzionálńım prostoru lze zapsat ve
tvaru

ut +
d∑

k=1

(aku)xk
=

d∑
k=1

(dkuxk
)xk

+ s(x, t) , (108)

kde x = (x1, . . . , xd)
T ∈ Rd. Zdrojová část může obsahovat i nelineárńı reakčńı členy (pak

s = s(x, t, u)) a daľśı nelinearity se mohou skrývat v konvekčńım nebo difuzńım členu. Obecný
tvar reakčně-difúzně-konvekčńı rovnice je tedy:

ut +∇ · (au) = ∇ · (D∇u) + s(x, t) , (109)

kde a = (ak) ∈ Rd, D = diag(dk).
My se omeźıme na dvoudimenzionálńı úlohy, konkrétně na př́ıklad dvoudimenzionálńı rov-

nice vedeńı tepla s Dirichletovými okrajovými podmı́nkami.

11.3.1 Vedeńı tepla ve dvou dimenźıch

Uvažujme dvoudimenzionálńı rovnici vedeńı tepla se zdrojem a s Dirichletovými okrajovými
podmı́nkami na jednotkovém čtverci.

ut = uxx + uyy + s(x, y, t) na Ω,

u(x, y, t) = uΓ(x, y, t) na Γ = ∂Ω, (110)

u(x, y, 0) = u0(x, y) na Ω ,

kde t > 0 a (x, y) ∈ Ω = (0, 1)×(0, 1). Prostorové derivace nahrad́ıme standardńımi diferencemi
2. řádu na pravoúhlé śıti a dostaneme lineárńı semidiskrétńı soustavu

w′(t) = Aw(t) + g(t) .

Matice A má dvě části, A = A1 +A2 , kde A1 ”p̊usob́ı” ve směru osy x, A2 ve směru osy y. Jak
A1, tak A2 jsou v podstatě matice hodnosti 1.

Proberme si vše podrobněji. Uvažujme pravoúhlou śıt’ Ωh na Ω,

Ωh = {(xi, yj) : xi = i∆x, yj = j∆y, 1 ≤ i ≤ m1, 1 ≤ j ≤ m2} ,

kde ∆x = (m1 + 1)−1, ∆y = (m2 + 1)−1. Předpokládejme, že uzly jsou na Ωh č́ıslovány po
řádćıch, vektory lež́ı v prostoru RM , kde M = m1m2. Na Ωh definujeme funkci w : Ωh −→ RM

takovou, že

w = (wT
1 , . . . , w

T
m2

)T ∈ RM , kde wj = (w1j, . . . , wm1j)
T ∈ Rm1 , wij(t) ≈ u(xi, yj, t) . (111)

Označme Im jednotkovou matici typu m × m, necht’ Bm je matice diskretizace jednodimen-
zionálńıho operátoru difuze pro m vnitřńıch bod̊u a pro Dirichletovy okrajové podmı́nky,

Bm =
1

h2


−2 1

1 −2
. . .

. . . . . . 1
1 −2

 ∈ Rm×m , h =
1

m+ 1
.
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Matice A, A1, A2 můžeme přepsat ve tvaru

A = A1 + A2 , A1 = Im2

⊗
Bm1 , A2 = Bm2

⊗
Im1 , (112)

kde
⊗

je Kronecker̊uv direktńı součin. Pro hodnoty na hranici je

b(t) = b1(t) + b2(t) ∈ RM ,

přičemž b1(t) má nenulové složky ∆x−2uΓ(x ±∆x, y, t) v bodech (x, y) ∈ Ωh, které soused́ı se
dvěma vodorovnými částmi hranice, jinde je b1(t) nulová. Obdobně b2(t) má nenulové složky
∆y−2uΓ(x, y ±∆y, t) v bodech (x, y) ∈ Ωh soused́ıćıch se dvěma svislými částmi hranice, jinde
je b2(t) nulová. Necht’ f(t) je restrikce funkce s(x, y, t) na Ωh. Pak

g(t) = b(t) + f(t) ∈ RM . (113)

Nyńı máme definovány všechny členy v semidiskrétńım formulaci w′(t) = Aw(t) + g(t). Matice
A1, A2 a A jsou symetrické. Stabilitu semidiskrétńı formulace v L2−normě urč́ıme tedy ze
spektra matice A, [6], [3], [2] .

11.3.2 Metoda konečných prvk̊u

Řešme rovnici (109) pro t > 0, pro danou počátečńı podmı́nku u0(x) a okrajové podmı́nky

u = γ0(x) na Γ0 , n · (au−D∇u) = γ1(x) na Γ1 , (114)

kde Γ0 ∪ Γ1 = ∂Ω je hranice Ω a n je vektor vněǰśı normály k této hranici.
Nejprve odvod́ıme slabou formulaci (93) pro slabé řešeńı u našeho problému. Pak budeme

hledat po částech lineárńı aproximaci wh tohoto slabého řešeńı.
Zaved’me L2−skalárńı součin funkćı v, w nebo vektorových funkćı f, g na Ω:

(w, v) =

∫
Ω

w vdΩ , (g, f) =

∫
Ω

g · fdΩ .

Připomeňme, že integrace per-partes (Greenova formule) v tomto př́ıpadě dává, viz např. [2],
[10], [11], [16], [13],

(∇ · f, v) = −(f,∇v) +

∫
∂Ω

(f · n)vdΓ.

Necht’ H je prostor funkćı u spojitých na Ω, takových, že ∇u ∈ L2(Ω), dále

V = {v ∈ H : v = γ0 na Γ0}, V0 = {v ∈ H : v = 0 na Γ0} .

Uvažujme bilineárńı formu (neńı symetrická)

[w, v] = (D∇w − aw,∇v)

a funkcionál

G(v) = (s, v)−
∫

Γ1

γ1vdΓ .

Rovnici (108) vynásob́ıme testovaćı funkćı v ∈ V0, zintegrujeme per partes a dostaneme slabou
formulaci úlohy (108), (114):
Hledáme u(·, t) ∈ V tak, aby

(ut, v) + [u, v] = G(v) ∀v ∈ V0 , t > 0 . (115)
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Máme-li triangulaci Ω, je Galerkinova metoda konečných prvk̊u určena výběrem bázových
funkćı. Necht’ xj jsou uzly triangulace Nejjednodušš́ı báze je tvořena po částech lineárńımi
stanovými (pyramidálńımi) funkcemi ϕi, které jsou lineárńı na každém trojúhelńıku a splňuj́ı

ϕi(xj) = δij .

Necht’ v indexových množinách I0, I je uloženo č́ıslováńı uzl̊u: j ∈ I0 jestliže xj ∈ Γ0 a j ∈ I,
jestliže xj ∈ Ω ∪ Γ1 . Formulace metody konečných prvk̊u je nyńı analogická jako v jedné
dimenzi. Položme

wh(x, t) =
∑

j∈I∪I1

wj(t)ϕj(x) , (116)

wj(t) = γ0(xj) pro j ∈ I0 . (117)

Ostatńı wj(t) źıskáme vyřešeńım semidiskrétńı soustavy obyčejných diferenciálńıch rovnic∑
j∈I∪I0

(ϕj, ϕi)w
′
j(t) = −

∑
j∈I∪I0

[ϕj, ϕi]wj(t) +G(ϕi) , i ∈ I , (118)

s počátečńımi podmı́nkami wj(0) = u0(xj), j ∈ I. Formulace zahrnuje i př́ıpad, kdy funkce
γ0, γ1 definuj́ıćı okrajové podmı́nky jsou funkcemi času.

Poznámka k literatuře zabývaj́ıćı se metodou konečných prvk̊u
Zájemce, kteř́ı opravdu pracuj́ı s metodou konečných prvk̊u, odkazujeme na širokou škálu li-
teratury. Doporučit lze např́ıklad knihu [10], v ńıž čtenář najde jednak základy funkcionálńı
analýzy, dále metodu konečných diferenćı a metodu konečných prvk̊u, včetně některých tech-
nických detail̊u. Mezi matematiky je asi nejpopulárněǰśı kniha [2], která obsahuje velké množstv́ı
matematického aparátu včetně přehledné teorie Sobolevových prostor̊u. Obsahuje také velmi
podrobné odhady chyb. K podrobnému studiu teorie Sobolevových prostor̊u je určena kniha
[1]. Zmiňme se ještě o knize [8], v ńıž najde čtenář konkrétńı př́ıklady předevš́ım z mechaniky
kontinua a dále velké množstv́ı technických detail̊u potřebných pro algoritmizaci, jako je popis
r̊uzných tvar̊u konečných prvk̊u nebo podrobný popis transformaćı na referenčńı prvky. Jednou
z nejobsáhleǰśıch knih o klasické teorii parciálńıch diferenciálńıch rovnic je kniha [11]. Obsahuje
mimo jiné i podrobnou teorii distribućı, včetně Diracovy δ−funkce a odvozeńı jej́ıch vlastnost́ı.
Klasickou učebnićı numerické matematiky je kniha [13]. Inspiraćı pro napsáńı tohoto př́ıspěvku
byla předevš́ım kniha [6], která se mj. velmi podrobně zabývá metodou konečných prvk̊u a
metodou konečných objemů pro reakčně-difúzně-konvekčńı rovnice. Velmi inspirativńı je také
kniha [3].

Ve sborńıku [7] byl uveden př́ıspěvek, který stručně popisoval matematické základy me-
tody konečných prvk̊u, tak, jak jsou prob́ırány v přednášce Metody aplikované matematiky na
VŠCHT, Praha.

12 Vı́ceúrovňové metody

12.1 Metoda prosté iterace

Soustava
Sx = F , (119)
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S . . . matice tuhosti, symetrická, positivně definitńı =⇒ vlastńı č́ısla λ matice S jsou reálná
kladná:

0 < λmin ≤ λ ≤ λmax <∞
x řešeńı =⇒ Sx− F = 0 , a tedy také

x = x− τ(Sx− F) pro libovolné τ ∈ R . (120)

Metoda prosté iterace:
Dáno x(0) ∈ RN , τ ∈ R nenulový parametr.
Definujeme posloupnost iteraćı {x(n)}∞n=0 takto:

x(n+1) = x(n) − τ(Sx(n) − F) . (121)

Jestliže x(n) −→ x pro n −→∞ =⇒ x řeš́ı soustavu (119) .

Parametr τ 6= 0 lze zvolit tak, aby posloupnost {x(n)}∞n=0 konvergovala pro lobovolnou počátečńı
aproximaci x(0).

Označme ε(n) := x(n) − x vektor chyby n−té iterace. Pak

x(n+1) = (I− τS)x(n) + τF

x(n+1) − x = (I− τS)x(n) − x + τF

Na pravé straně rovnice dosad́ıme za (x) z formule (120):

x(n+1) − x = (I− τS)x(n) − x + τSx− τF + τF

x(n+1) − x = (I− τS)x(n) − (I − τS)x = (I− τS)(x(n) − x)

ε(n+1) = (I− τS)ε(n)

Tedy
ε(n) = (I− τS)n ε(0) ,

kde ε(0) = x(0) − x je chyba počátečńı aproximace.

Chceme zvolit τ 6= 0 tak, aby

lim
n−→∞

||ε(n)|| = 0 pro libovolné ε(0) .

Ř́ıkáme, že τ je konvergentńı parametr.

Dostáváme odhad chyby (|| · || je Euklidovská norma)

||ε(n)|| ≤ ||(I− τS)n|| · ||ε(0)|| .

Věta 12.1 S symetrická, positivně definitńı.
Parametr τ ∈ R je konvergentńı parametr metody prosté iterace ⇐⇒
0 < τ <

2

λmax

, λmax je nejvěťśı vlastńı č́ıslo matice S. Pro toto τ je

||(I− τS)n|| = cn(τ) , kde 0 < c(τ) < 1 ,

konkrétně

c(τ) = max{|1− τλmax|, |1− τλmin|} , λmin je nejmenš́ı vlastńı č́ıslo matice S .
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Poznámka 12.1 1. S symetrická =⇒ (I − τS)n je také symetrická

2. Věta o zobrazeńı spektra:
λ vlastńı č́ıslo, β odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor matice S: Sβ = λβ , β 6= 0
⇐⇒ β je vlastńı vektor a µ = (1− τλ)n vlastńı č́ıslo matice (I− τS)n.
Tedy vlastńı č́ısla µ matice (I − τS)n spočteme z vlastńıch č́ısel λ matice S.

3. Spektrálńı poloměr symetrické matice A:

|A| = max
i=1,...,N

|µi| = ρ(A) , µi . . . vlastńı č́ısla matice A .

O iteračńıch metodách se ř́ıká, že zhlazuj́ı chybu. Ukážeme si to konkrétně na př́ıkladu.

Př́ıklad 12.1 Vrat’me se k př́ıkladu 4.1:

−u′′ = f v Ω = (0, 1) ,

u(0) = u(1) = 0 .

Variačńı formulace: ∫ 1

0

u′(x)ϕ′(x)dx =

∫ 1

0

f(x)ϕ(x)dx ,

a(v, w) =

∫ 1

0

v′(x)w′(x)dx , L(v) =

∫ 1

0

f(x)v(x)dx ,

a(v, w) je symetrická, koercivńı (positivně definitńı) .
Označme Sh odpov́ıdaj́ıćı matici tuhosti (h je krok děleńı intervalu 〈0, 1〉):

Sh :=
1

h


2 −1 0 0

−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 2

 ,

Jej́ı vlastńı č́ısla jsou

λk =
2

h
(1− cos kπh) =

4

h
sin2 kπh

2
, k = 1, 2, . . . , N

a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory jsou

ψ(k) = (ψ
(k)
1 , . . . , ψ

(k)
N ) , ψ

(k)
i = sin kπih , i = 1 . . . N, k = 1, . . . , N .

Chybu ε(n) = x(n) − x rozvedeme do vlastńıch vektor̊u matice Sh : Jestlǐze

ε(0) =
N∑

k=1

εkψ
(k) , pak

ε(n) = (I− τSh)
nε(0) =

n∑
k=1

εk(I− τSh)
nψ(k) =

N∑
k=1

εk(1− τλk)
nψ(k) .

Tedy souřadnice chyby ε(0) = (ε1, . . . , εN) se po n iteraćıch změńı na souřadnice

(ε1(1− τλ1)
n, . . . , εN(1− τλN)n) = souřadnice chyby ε(n) n− té iterace .

Pokud je |1− τλj| malé č́ıslo, potom j−tá souřadnice εj(1− τλj)
n rychle klesá s rostoućım n.

Řı́káme, že j−tá složka se rychle tlumı́. �
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13 Agregačńı metody

V tomto odstavci se budeme zabývat pouze dvojúrovňovými metodami.
Uvažujme problém diskretizovaný na triangulaci Th metodou konečných prvk̊u. Výsledná

soustava lineárńıch algebraických rovnic má tvar

Ah uh = bh (122)

a budeme ji řešit dvoujúrovňovou metodou.
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