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1 Uvod

Diskrétni metody feseni diferencialnich rovnic jako napt. metoda siti umoznuji najit reseni dife-
rencialni rovnice pouze v diskrétnich bodech dané oblasti. Ptiblizna feseni, kterymi se budeme
zabyvat v nasem piispévku, jsou spojitd, a tedy umoznuji zjistit ptriblizné feseni v libovolném
bodé dané oblasti a na jeji hranici.

Kapitola 2 je vénovana metodé vazenych residui. Tato metoda je sice jednou z nejstarsich
metod pro numerické feseni diferencialnich rovnic, ale soucasné je nedilnou sou¢asti modernich
balikti programu. Uvedeme zakladni myslenku a dvé konkrétni varianty této metody: metodu
kolokaci a metodu nejmensich ¢tvercu. Metodu vazenych residui lze povazovat za predchudce
metody kone¢nych prvku, coz byl hlavni duvod jejiho zatazeni do tohoto vykladu.

Metoda konecnych prvku je jednim ze zakladnich modernich nastroju, které umoznuji nu-
merické TeSeni diferencidlnich rovnic, zejména parcidlnich diferencidlnich rovnic eliptického a
parabolického typu. Je zalozena na varia¢ni formulaci okrajové tlohy a aproximuje presné
feSeni po ¢astech polynomidlnimi funkcemi (ndm zde postaci funkee po édstech linedrni). Jejim
zakladum je vénovana kapitola 6. Nejprve uvedeme nezbytné minimum funkciondlni analyzy
tak, abychom byli schopni zformulovat diferencialni problém variaé¢né a néasledné rozhodnout
o existenci slabého TeSeni naseho problému a toto feseni najit. Zakladni myslenku metody
kone¢nych prvkiu ukazeme na jednoduchych jednodimenzionalnich ilohach. V zavéru se budeme
zabyvat metodou koneénych prvku pro feseni diferencialnich rovnic eliptického a parabolického

typu.

2 Metoda vazenych residui

Resme nasledujici okrajovou ulohu:

L(u)=f na CR", (1)
B(u) =r na [I'=0Q. (2)
Protoze hledame spojitou aproximaci presného feseni, predpokladame, ze priblizné feseni u

ma tvar

U(x) = V(x) + Y apnNp(x), kde (3)



¥ je znama funkce, ktera spliuje presné okrajovou podminku na I', N,, je linearné nezavisly
systém znamych tzv. testovacich funkci, ktery spliuje

Np(x)=0 vVxel Vm,

a;, jsou neznamé konstanty, které hledame tak, aby chyba aproximace byla minimalni (obvykle
pro jednoduchost u je linedrni v a,,,) a P je konecné ¢islo. Tedy spojity problém (1), (2), ktery
ma nekone¢né mnoho stupnu volnosti, redukujeme na ptiblizné ekvivalentni problém s P stupni
volnosti. Uloha vede k feseni P linedrnich algebraickych rovnic pro P nezndmych a,,.

Poznamka 2.1 Poznamenejme, Ze v pocdatecnich ulohdch funkce W, N,, @ koeficienty o, zdvisi
na case t:
U =U(x,t), Np=DNnxt), am=anmt).
Oznacme Rgq residuum na oblasti {2, Rp hrani¢ni residuum:

Ro=Lu)—f v, Rr=B(u)—r nal.

Metoda vazenych residui vyzaduje, aby vazené integraly residui byly nulové:

Q r
kde w; = w;(x), w; = w;(x), i = 1,2, ..., P, jsou dva (obecné ruzné) linedrné nezavislé systémy

vahovych funkci.

Je-li rovnice (4) splnéna pro v8echna i = 1,...P, P — +o00, pak Rg — 0 Vx € Q a
Rr —0Vxel.

Metody vazenych residui lze rozdélit na tii typy metod:
a) vnitini metody - to jsou takové metody, pro které plati Rr = 0, neboli pfiblizné feseni
spliuje okrajové podminky presné, diferencidlni rovnici (a poc¢ateéni podminky) priblizné;
b) hraniéni metody - to jsou metody, pro které Rg = 0, tj. diferencidlni rovnice (a pocatecni
podminky) je splnéna presné, zatimco okrajové podminky aproximujeme;
¢) smiSené metody - priblizné feSeni nespliiuje presné ani okrajové podminky, ani diferencialni

rovnici, tj. Rp 20, Rg #0.

2.1 Vnitfni metody

Funkci ¥ a testovaci funkce N, vybirame tak, aby hrani¢ni residuum bylo nulové, tj. aby na
I bylo B(u) =7, N, =0, m=1,2,..., P. Priblizné feseni u hleddme ve tvaru (3) a rovnice
(4) se redukuje na rovnici

/ w;RadQ = 0. (5)
Q

Uvédomme si, ze feSime-li diferencidlni rovnici, musime aproximovat také piislusné parcidlni
derivace, které v rovnici vystupuji. Je-li napt. Q C R3, pak

P ~ P
~ 0 0T ON,, .
U(x) = U(x) + Y N (x), a;j ()= 5—()+ Y a5 (), i=123, xck.
m=1 ¢ v m=1 v



Predpokladejme, ze L je linearni diferencidlni operator, a dosadme priblizné teseni do rov-
nice (5):

/Qw,»RQdQ = /Qwi(L(iZ) — f)dQ = /sz-(L(\I/) +L(mZ:1amNm) —f)dQ=0,i=1,...,P.

Dostaneme soustavu P linearnich algebraickych rovnic pro P nezndmych:
Ka=b, (6)

kde prvky kim, i,m = 1,..., P, matice K a slozky b;, i = 1,..., P, vektoru pravych stran b
maji tvar:

kimz/wiL(Nm)dQ, biz/wifdQ—/wiL(\I!)dQ,
Q Q Q

slozky vektoru a = (ay,,...,ap)T jsou hledané koeficienty linedrni kombinace bazovych
funkei v (3).
Vyslednd ag, . ..,ap dosadime do (3) a ziskdme hledané piiblizné reseni u.

Pro hraniéni a smisené metody vazenych residui je postup odvozeni vysledné soustavy
linearnich algebraickych rovnic zcela analogicky. Slabinou metod typu vazenych residui je, ze
matice K je obecné plnd, nesymetricka, nema pasovou strukturu.

2.2 Volba vahovych funkci

Zatim jsme se nezabyvali konkrétnim vybérem vahovych funkci. Podle jejich volby dostaneme
ruzné metody. Uvedme alespon dveé.

2.2.1 Kolokaéni metoda
Zvolme za védhové funkce w; Diracovy d—funkce:

w, =0(x—x%;), 1=12...,P,
pricemz plati

sc-x)={ L X7E [ et i = Gtx).

0 X=X <x;

Podrobna definice a popis vlastnosti Diracovy d—funkce presahuje ramec tohoto piispévku.
Pfipomindme jen, ze Diracova §—funkce je tzv. distribuce (=zobecnénd funkce, nikoliv funkce).
Podrobnosti najde ¢tendf napiiklad v [11].

Dosadime-li tyto vdhové funkce do rovnice (5), dostaneme

/QwiRQdQ - /Qwi(L(\Il) + L(mz1 amNy) — £)dQ2 =0

:/5(X—Xi)RQ(X)dQ:RQ(Xi), i=1,...,P.



Jinymi slovy, tento vybér vahovych funkci je ekvivalentni pozadavku, aby residuum bylo rovno
nule v P libovolné vybranych bodech x; € Q (tzv. koloka¢nich bodech). S rostoucim P je

residuum nulové ve vice a vice bodech.

Klicovou otézkou ovSem je, kam umistit koloka¢ni body. Jejich rozmisténi v €2 hraje roz-
hodujici roli pro konvergenci ziskaného priblizného feSeni k presnému feseni daného problému.
Lze ukazat, ze pro obycejné diferencidlni rovnice je residuum minimalni, zvolime-li koloka¢ni

body jako kofeny Cebysevovych polynomil.

Piiklad 2.1 Metodou kolokaci hledejme teseni rovnice
u'(z) +u(r) +2° =0 , z€(0;1) ,

splnugici okrajovou podminku
uw(0) =u(l) =0

Testovaci funkce volime dle ndsledujicitho predpisu:

P
() =) agal(l—x)
j=1

kde P je pocet kolokacnich bodii.

Resend ziskané pomoct jednoho kolokacniho bodu:
Pro P =1 ziskdame dosazenim do (9) testovaci funkci ve tvaru:

a(z) = ajz(1 —2).

Tuto testovact funkci dosadime do rovnice (7) a dostaneme

Ro(z) = —2a; + ayz(l —2) + 2 = ay(—2 + 2 — 2?) + 22 = 0.

1 1

Zvolime-li napr. kolokacni bod x = o je ap = - a priblizné resent
1) 1
ut(z) = ?x(l —x).

Resend ziskané pomoci dvojice kolokacénich bodii:
Testovaci funkce pro dva kolokacéni body md tvar:

1% (z) = oqz(1 — z) 4+ anz®(1 — z)

Pak
Ra(z) = —2(a; — az + 3a9z) + a1 (x — 2?) + az(2? — 23) + 22
= aj(z—2—-2?) +ag(—2*+ 2> —6x+2)+22=0
, . . 3 2 29
a zvolime-li kolokacni body napr. x = 3 axr = 3 dostaneme oy = 106 Qo

priblizné reseni pro tyto dva kolokacni body je tedy

29 9
19 (z) = —x(1 - —22(1—ux).
u'? (x) 416:6( x)+ 5% (1—2)
Snadno lze ovérit, Ze presné resent ulohy (7), (8) je
2 1-1
u(x) = Lsinx— 2cosx — o2 + 2.
sin 1

52

Vysledné



Srovnani pfesného feSeni rovnice u"(x)+ u(x) + x2=0
a feSeni ziskanych metodou kolokaci
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2.2.2 Metoda nejmensich ¢tverct
Zvolime-li za vdhové funkce w; funkce
ORq .
w; = , 1=1,..., P,
8@1'

a dosadime-li tyto funkce do rovnice (5), dostaneme

/wiRQdQ:O — /(aRQ)RQdQZO,
Q Q oy

a tedy dostaneme metodu nejmensich ¢tvercu:
Polozme (v; je tzv. "tuning” parametr, nezavisi na «; a je vybiran libovolné, obvykle v; = 1)

E<a17 s ,Oép) = / Ul(RQ)2dQ
Q
a minimalizujme F vzhledem k ;. VSechny prvni parcialni derivace funkce £ musi byt nulové:

a—E:2/v1 ORq Rod=0,i=1,...,P.
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Dostaneme opét soustavu P linearnich algebraickych rovnic pro P neznamych
Ka=b.

Matice K je sice symetricka, ale ¢asto Spatné podminéna.

Nebudeme se podrobné zabyvat metodami numerického feseni soustav linearnich alge-
braickych rovnic. Ctendf jich najde velké mnozstvi napt. v [4] (klasické metody i metody blokové
a metody vhodné pro velké ridké matice soustavy), [5] (itera¢ni metody, metoda sdruzenych
gradientu), [12] (iteracni metody), [15] (viceuroviiové metody), [13] (klasickd ucebnice nume-
rické matematiky). Stru¢ny piehled téchto metod muze ¢tenar najit i v [9].

Poznamka 2.2 Zminme se jesté o jedné metodé — predchiudci metody konecnijch proku. Je to
tzv. Bubnova-Galerkinova metoda, kterd poZaduje, aby vdhové a testovaci funkce byly stejné
linedrné nezdvislé systémy funkci:

U}Z‘(X):NZ’(X), Z:1,2,,P

Dostaneme soustavu linedrnich algebraickiyjch rovnic

Ka =Db, kde K je symetrickd matice,

Q

2.3 Priklady
1. d
Yy
1 ((1+$)£> =0, pro z€(0,1),

Reseni aproximujte funkci
mmx

2

2
o(x) = Z QU SIN
m=1

a urcete celkové residuum R = Rq + Rr.

d?u du?
—2u (@) + (£> =4, pro z€(0,1),
1

Reseni aproximujte funkei
3
u(z) = E ay, sin(nrx)
n=1

a urcete celkové residuum R = Rq + Rr.



3. Stacionarni vedeni tepla bez zdroje

27 4T

@er—y?:o, pro z€(-1,1), ye(-1,1),
dT

T=0 pro y==1, —:COSW—y pro x ==+1.
dx 2

Reseni aproximujte funkei

- y2).’172 )

Nl(x>y> = 1_y27 NZ(xvy)
) 1 —y?*)a’y

Ns(z,y) = (1—-9*)y*,  Nulz,y
Ns(z,y) = (1—y?)a’.

Urcete celkové residuum R = Rq + Rr.

|
—~

2
)

d2
d—;;—l—u—l—:cQ:O, pro z € (0,1),
u(0) =u(l) =0.
Ptesné tesent: . .
u(a:):2—2cosx—$sinx—x2.
sin 1

Resen{ aproximujte funkef
P
i)=Y al(l—a)  (Nj2) =a/(1—2)).
j=1

Metodou kolokaci a metodou nejmensich ¢tvercu najdéte ptiblizné feseni pro P = 1,
P = 2 Vysledky porovnejte (vzajemné i s presnym feSenim). Ve zndzornéte graficky.

5. Vedeni tepla
k:d2 +S(z)=0 € (0,1)
— x) = x
dz? ’ T

T(0)=T(1)=0, k:=0,01, S(z)=2a".

Priblizné teseni hledejte ve tvaru
R 2
T(zx) = Z amr(l—a™).
m=1

1. Vypoctéte presné reseni.
2. Urcete celkové residuum R, = Rq + Rr.

3. Pouzitim kolokaéni metody urcete a1, awo. Za kolokacni body zvolte



3 Minimum funkcionalni analyzy

Nez se budeme moci zabyvat metodou koneénych prvku, musime se seznamit alespon strucné
se zaklady funkcionalni analyzy. Pro zvidavé ¢tenéafe lze k podrobnéjsimu studiu funkcionalni
analyzy doporucit napf. klasickou uéebnici [14] nebo skripta [16].

Metoda konecénych prvku je zalozena na varia¢ni formulaci dané tlohy a umoznuje nam
najit tzv. slabé reseni.
Uvazujme okrajovou tulohu:

Lu(z) = f(z) vQ, (10)
Su(z) = g(z) nal =0Q (11)

Tuto ulohu lze formulovat jako tzv. varia¢ni tlohu:
tue H (H ... Hilbertiv)

a(u,v) = F(v) YveH, (Galerkin) (12)

kde a(u,v) je néjaka bilinedrni forma a F' je linedrni spojity funkcional na H.
Nas problém muzeme rovnéz formulovat jako tilohu pro hledani feseni jisté operatorové rovnice

Tu =y, (Ritz) (13)
kde feseni v € H je bod, v némz jisty tzv. energeticky funkcional nabyva svého minima. Plat{
i naopak: Je-li u € H takové, ze v u nabyva energeticky funkcional svého minima, je toto u
feSenim nasi operatorové rovnice.

Abychom si mohli ukazat vSechny souvislosti, musime se nejprve zabyvat nékterymi dulezitymi

pojmy z funkcionédlni analyzy detailnéji.

3.1 Zakladni pojmy

V ... linearni prostor
uveV, A\upeR(C) = Mu+uweV + 8axiomu (14)
L:V — R ... linearni funkciondl
L(A\u+ pv) = AL(u) + pL(v) Vu,v €V, YA, ueR (15)

Priklad 3.1 ,
V=clab), L) = / f()dz

O
a:V xV — R ... bilinearni forma
(a je funkce linedarni v kazdém jednotlivém argumentu)
a(Au+ pv,w) = Aa(u,w)+ pa(v,w
(ot - prv, ) (ww)+ palo,w) eV v e R (16)

a(w, \u + pv) = da(w,u) + pa(w,v)



Priklad 3.2 ,
a(v,w) = / v(z)w(z)de, v,w € L*({a,b))

O
Definice 3.1 Rikdme, ze
a(.,.) je symetrickd bilinedrni forma <= a(w,v) = a(v,w) Yo,w € V
al(.,.) je positivné definitni bilinedrni forma <= a(v,v) >0Yv €V, v #0
a( .,.) je omezend bilinedarni forma na V', jestlize 3 konstanta M > 0 tak, Ze
la(v,w)| < Mlo|lllw]]  Yv,weV. (17)

Symetrickd bilinedrni forma a( .,.) je koercivni (V-elipticka) na V', jestlize existuje kladnd kon-
stanta « tak, Ze

a(v,v) > aljv|)? VoeVl. (18)
a(u,v) symetrickd, koercivni bilinedrni forma = a(.,.) je positivné definitni
skalarni soucin na V- (znaceni: (.,.), (.,.)v ) ... positivné definitni, symetrickd bilinedrni
forma na V

Priklad 3.3

n

V =R", (u,v):ZuiUi u=(up,...,u,) €ER" v=(vy,...v,) €R"

=1

V=L*Q), (u,v)= /Qu(x)v(x)dx, Q C R? oteviend

O
Linearni prostor, na némz je definovan skalarni souc¢in ... prostor se skalarnim soucinem
Kazdy linearni prostor se skaldrnim souc¢inem je normovany linearni prostor (n.l.p):
V' linedrni prostor, (.,.) skaldrni sou¢in na V', normu na V' definujeme predpisem:
|lv]] = v/ (v,v) Yo eV (19)

(ozmacent ||.|[, ||-Ilv)

Definice 3.2 Norma na linedrnim prostoru V' je funkce
IV —R.

L v >0Yv eV, v#0

2. |M|| = |\ - lv]] Yo € V, YA €R (ev.A € C)
3. v+ wll < vl + [[w]] - Vo,w eV



Poznamka 3.1 Poznamenejme, Ze

a) Nahradime-li 1. poZadavkem

Vi >0Yv eV + 2. + 3. = | .| seminorma (muze byt nulovd i pro néjaké nenulové v)
b) v,w €V jsou ortogondlni <= (v,w) =0

¢) Cauchyova-Schwarzova nerovnost:

[(w, v)| < Jlwll - vl Yo, weV (20)

(rovnost plati pouze pro w = Av pro néjaké X € R)

Priklad 3.4 Priklad seminormy:

V ={veclCla,b), sup |v'(z)] < oo}... prostor hladkijch funkci s omezenou derivact
z€(a,b)
lv] = sup [V'(z)| ... seminorma na V O
z€(a,b)

Konvergence ve V: {v;}2, €V
Rekneme, ze posloupnost {v;} konverguje k v € V| tj. v; — v pro i — oo
(lim v; = v), jestlize

|vi—v|]| — 0 pro i— o0

Definice 3.3 Rekneme, e posloupnost {vi}22, je Cauchyouvskad ve V', jestlize
|lvi = v;|| — 0 pro i, j — oo, presnéji jestlize

Ve >0 Elno VZ,j > ny Hvl _UjH <e€

Definice 3.4 Prostor V' se skaldrnim soucinem nazyvame uplny, jestlize kazdd Cauchyovskd
posloupnost ma limitu ve V:

{vi}2, Cauchyovskd , limv,=v a veV.
(]

1
de el

Uplny prostor se skalarnim souc¢inem ... Hilbertuv prostor
Uplny normovany linearni prostor ... Banachuv prostor

Poznamka 3.2 Pozor! Ne vsechny mormované linedrni prostory jsou prostory se skaldrnim
soucinem

Piiklad 3.5 Q C R? otevrend,
(u,v) = / u(x)v(x)dx ... skaldrni soucin v L*(€2)
Q

L*(Q) s timto skaldrnim soucinem je Hilbertiv prostor. Je to jeding Hilbertiv prostor ze viech
Lebesgueovskiych LP—prostori, viz odstavec 3.6.2. 0

10



3.1.1 Priklady normovanych a Banachovych prostori

1.

Vektorovy prostor R redlnych ¢isel je normovany Banachuv prostor vzhledem k normé
l|z|| = |x|, = € R (|z|... absolutni hodnota redlného ¢isla z).

. Vektorovy prostor R? je normovany Banachtiv prostor vzhledem k ndsledujicim normdm:

L lally = l2[ + [yl , kde a = (z,y) € R*;
2. [lallz = max{|«[, [yl};
3. |lalls = (2% +y2)V2.

. Vektorovy prostor C vSech komplexnich ¢isel je normovany Banachuv prostor vzhledem

k norme ||z|| = |z|, z € C (|z|... absolutni hodnota komplexniho ¢isla z).

. Vektorovy prostor R™ v8ech usporadanych n—tic x = (x1,29,...,x,) redlnych cisel je

normovany Banachuv prostor vzhledem k nasledujicim normam:

n

L flah =) lzl;

k=1

n 1/2
2. [Jz]]o = (leﬁ) ;
k=1

n 1/p
3. ||z)|5 = <Z|xk\p> ,kde 1 < p < o0;
k=1

prostor R" s touto normou se obvykle oznacuje £} .
4. ||z||ls = max{|z1], |22l ..., |zal},

prostor R" s touto normou se obvykle oznacuje ¢ .

. Vektorovy prostor C(a, b) vSech redlnych spojitych funkei definovanych na intervalu (a, b)

je normovany prostor vzhledem k nasledujicim normam:

b
L flh = / () |da

21170 = ( [ b\f<x>|2dx) )

3]flls = sup |f(x)].

a<z<b

Prostor C(a,b) je normovany Banachuv vektorovy prostor s normou |[|.||s. Ukdzeme, ze
C(a,b) je také normovany vektorovy prostor s normou |[|.||2, ale neni v této norme Ba-
nachuv.

b
a) ||f||20pr0toie/ fOPAE=0.[[f[[=0 <= [f(t)? =0 <= f(t)=0.

b 1/2 b 1/2
b)||af||=(/ |af(t)|2dt> ~ o (/ |f(t>|2dt) T
b 1/2 b 1/2 b 1/2
c>||f+g||:(/ |f+g!2dt> s(/ |f|2dt> +(/ |g|2dt) — 111+ 1lgl] (podie
11



Minkowského nerovnosti).
Tedy C{a,b) je s touto normou také normovany vektorovy prostor.

Abychom ukézali, ze C(a,b) neni s integralni normou Banachuv, uvazujme nésledujici
priklad: Necht a = -1, b =1,

0, —-1<t<0,
fat) =< nt, O0<t<i,
1, Lt<t<l1.

Posloupnost { f,.(t)} je Cauchyovska v C[—1, 1], ale nekonverguje k zddnému prvku C[—1, 1].

. Vektorovy prostor P[0, 1] vSech polynomu na [0, 1] s normou ||z|| = sup |z(¢)| je normo-
0<t<1

vany prostor.

. Necht p > 1 (p ne nutné ptirozené ¢islo). L£P oznacuje tfidu vSech redlnych funkei f(t),
takovych, ze f(t) je definovand pro s.v. t (= pro vSechna ¢ az na mnozinu miry nula),
je méfitelnd a |f(t)|? je Lebesgueovsky integrovatelnd na (—oo, +00). Definujme na LP
nasledujici relaci ekvivalence:

f)~gt) = f(t)=g(t) s

Mnozina vSech tiid ekvivalence, na které je LP takto rozdéleno, se oznacuje L” nebo L,,.
L, je vektorovy prostor a normovany prostor vzhledem k normé

+o0 1/p
10 = ( / rf<1><t>|pdt) |

kde f() reprezentuje tiidu ekvivalence [f]. Misto intervalu (—oo, +0o) bychom mohli
uvazovat interval (0, +00) nebo libovolny koneény interval (a, b) nebo libovolnou méfitelnou
mnozinu E.

Chapeme-li rovnost v obvyklém smyslu, neni £” normovany prostor. Je to vsak semi-
normovany prostor, coz znamend, ze || f|| = 0 i kdyz f # 0.

Poznamenejme jesté, ze nulovy prvek LP je ttida ekvivalence, ktera obsahuje vsSechny
funkce f € LP, pro které je f(t) =0 s.v.

. Vektorovy prostor C'*|[a, b| vSech nekonecnékrat spojité diferencovatelnych funkei na [a, b]
je normovany prostor vzhledem k normeé

b on 1/p
np = (/ > |D"f<t>!pdt) . 1<p<oo,
0 =0

kde D oznacuje i-tou derivaci.
Poznamenejme, ze vektorovy prostor C*[a,b] muze byt normovén nekonetné mnoha
zpusoby.

i

. Necht C*(Q)) oznacuje prostory vsech redlnych funkei n proménnych definovanych na
Q (oteviend podmnozina R™), které jsou spojité diferencovatelné az do rddu k. Necht

12



n
a = (o1,qg,...,00), kde a;, 1 = 1,...,n, jsou nezdpornd prirozena ¢isla a |a| = g Q.
i=1
Pak pro f € C*(Q) existujf a jsou spojité derivace

olel f

D¥f =
/ ot - oton

la| < k.

C*(€Q) je normovany prostor vzhledem k normé

171

ko = max {sup [Df[}.

0<|a|<k

10. Necht C5°(Q2) je prostor vsech nekoneénékrat spojité diferencovatelnych funkei s kom-
paktnim nosi¢em na 2 (oteviend podmnozina R™). C§°(£2) je normovany prostor vzhledem

k normé
1/p

1l = | [ 3 1050t

2 lal<k

3.2 Podprostory a projekce

V... Hilbertuv, V5 C V linearni podprostor
Rekneme, ze Vj je uzavieny, jestlize obsahuje limity vSech posloupnosti ve Vg, tj.

v}z Vo, vj—wvproj—oo = wveEV
V tomto ptipadé je Vg také Hilbertuv se stejnym skalarnim sou¢inem jako V.
Necht Vy C V' je uzavieny. Pak kazdy prvek v € V' lze jednoznacéné zapsat ve tvaru
v=wv9g+u, kde wvy€Vy a wu jeortogonalnik Vj. (21)

Prvek vy muzeme charakterizovat jako jednozna¢né urceny prvek ve Vg nejblizsi k v (tzv. véta
o projekci), tj.
o = woll = min v — w]| (22)

vy ... ortogonalni projekce v na Vjy (znaceni: vy = Py,v)

Disledek: Jestlize uzavieny linearni podprostor V) neni roven celému V', pak ma normélovy
vektor, tj.
existuje u # 0, u € V', které je ortogondlni k Vp: (u,w) =0 Yw € V.

Rekneme, ze dvé normy || . [|a, || - ||s jsou ekvivalentni na V, jestlize existuji kladné konstanty
¢, C takové, ze
¢ ol <lvlla <C-lolle YoeV (23)

Priklad 3.6 V =R"

a) normy
n

Iolloe = max i a ol = [ui

1<i<n
i=1

13



jsou ekvivalentni, protoZe
[vlle < lolls < nflvflee VeV

b) normy ||v]|2 a ||v]| jsou ekvivalentni, protoze

[vll2 =

n
Yot vl <ol < Vvl Vo eV
i=1

O

Plati dokonce véta:
Je-li U konecnédimenziondlni normovany linearni prostor, pak vSechny normy na U jsou ekvi-
valentni.

Priklad 3.7 V' = prostor omezenijch integrovatelnych funkci na (0,1) .
Normy

I = ma a5l = ([ rras) ' 1 <p< e

nejsou ekvivalentnd. 0

3.3 Operatory

V, W dva Hilbertovy prostory, B : V — W linearni operator.
Rekneme, ze B je omezeny <= existuje konstanta C' tak, ze

|Bullw < Cllolly  YoeV (24)
Norma omezeného linedarniho operatoru B:

Bv w Bv w
Bl sp 1By 1Bl
vevazo ||vllv [ollv
[Bullw < [|B]| - [|v][v (25)
Tedy ||B]| je nejmensi konstanta C' v (24).

< B[ t..

Poznamka 3.3 Omezeny linedrni operdtor B : V. — W je spojity:
v; — v veV = Bv; — Bv ve W pro j — oo, protoze
|1Bv; = Bullw = [[B(v; = v)lw < |B]| - [lv; —vl| — 0 pro j — 0.

Lze ukdzat © naopak: Je-li linedrni operdtor spojity, je i omezeny). O

W =R = linearni funkcionaly
L :V — R linearni funkcional na V.
Mnozina vsech omezenych linedrnich funkcionédlu na V' se nazyva dudlni prostor k V' (oznaceni

V),

V*zggg% L) eR = | z=].]. (26)

Definujeme-li ve V*:
AL+ pM)v = AL(v) +pM(v), L, MeV* X\ peR,

pak V* je normovany linearni prostor. Lze ukéazat, ze V* je tplny, a tedy Banachuv.

14



3.4 Bilinearni formy

Veéta 3.1 Rieszova véta o reprezentact linedarniho funkciondlu
V' ... Hilbertuv prostor se skaldrnim soucinem (., .).
Pro kazdy omezeny linedrni funkciondl L na V' existuje prdavé jedno uw € V' tak, Ze

L(v) = (v,u) YveV. (27)

Navic ||L|

ve = [lullv .

Dukaz Jednoznacnost:

u,ug €V 1 L) = (v,u) Vo eV a L) = (v,u) Yo eV
— (v,u1) = (v,ux) Yo €V, tedyipro v=wu; —usg
= (w1 —ug,uq) — (ug —ug,ug) =0, atedy
(up — ug,uy — ug) = [Jug —ug|> =0 = uy =uy.

Existence:

a) Llv)=0Yv eV = u=0 (L(v) = (v,u) =0Yv eV)

b) Necht nyni L(v) # 0 pro néjaké v € V.

Zkonstruujeme u jako vhodny normalizovany "normélovy” vektor k podprostoru

Vo={veV, L(v) =0} (=Kerl).

Vo je uzavieny linedrni podprostor V', podle véty o projekei (21) lze v € V' zapsat pravé jednim
zpusobem jako

v=vy+w, vy€Vy, w ortogonalni k Vj
(tj. mimo jiné w nelezi ve Vp), pficemz L(w) = L(v —wy) = L(v) # 0. Pak pro v € V libovolné

Jje

LW o g L) W)
L(“ L<w>) L) = L)y =0 = Zw) <0

L
a protoze wlVy, — v—w (v),w =0.
L(w)

Posledni rovnost rozepiSeme a upravime:

L(v)
(v.10) = i, w) = 0
L), 12 L(w) L(w)
(v, w) = Jw]* = L(v) = (v,w) = { v,
L(w) [[w]]? [[w]?
Tedy dokonce jsme u zkonstruovali:
L
L(v) = (v,u) YveV, kde u:wH(lﬁg
w
e L) _ el _ Joly - Jul
v v, U vy - ||u
lollv vl [ollv

15



L
N 10)]

L AN/
IElv- = sup e

= [lullv .

O
Disledek Rieszovy veéty
Linearnim funkcionalum L € V* lze pritadit u € V, a tedy je-li V Hilbertuv prostor, je V*
"ekvivalentni” s V.

Priklad 3.8 Z linedrni algebry vime:
L :R3> — R je linedrni zobrazeni <= L je reprezentovdno matici Ayys, tj.

x1
E”Alxg . L(?) = A? = (an, aig, alg) i) V? € Rg .

T3
Tedy linedrnimu funkciondlu L € (R*)" je jednoznacné prirazen prvek

A= (an,am,alg) € R3. ]

3.5 Formulace problému

Uvazujme nasledujici problém:
V ... Hilbertuv

L ... omezeny linedrni funkciondl na V',
a(.,.) ... symetrickd, koercivni (V-eliptickd) bilinearni forma na V'
(P) tueV : alu,v)=Lv) YveV (28)

Jak muzete vidét, problém (P) je problém (12). Nyni uz ale vime, jaké predpoklady musi
splnovat bilinedrni forma a(.,.) a linedrni funkciondl L na Hilbertové prostoru V', abychom
mohli aplikovat Rieszovu vétu. Podle Rieszovy véty totiz plati, ze

VL e V* 3w e V', které fesi (P).

Poznamka 3.4 Protoze a(u,v) = L(v) Yv € V| musi byt tato rovnost splnéna i pro v =
u. Dostdvdme (levd nerovnost plyne z koercivity bilinedrni formy a(u,v) - viz (18), pravd z
omezenosti L - viz (25))

ollullf < a(u,u) = L(u) < ||L||v-|jullyv t.j. dostdvame (29)

1
llullv < =||L]|v- ... tzu. energeticky odhad. (30)

a
Je-li tedy a(.,.) symetrickd, koercivni a omezend bilinedrni forma na V', pak mizeme na V
definovat normu (indukovanou touto bilinedrni formou) || .||o ... tzv. energetickou normu

predpisem

|lv]la = Va(v,v) YoeV. (31)

Protoze a( .,.) je omezend (|a(v,w)| < M|v|| ||w| Yv,w € V) a z (29) plati
valuly < llvlle < VMol VeV,

|- lv all-lla jsou ekvivalentni - viz (23).
V' je tedy Hilbertuv prostor vzhledem ke skaldrnimu soucinu a(.,.) a normeé || .||, .
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Problém (P) lze pfepsat jako problém minimalizace (energetického) funkcionalu:

Véta 3.2 Necht a( .,.) je symetrickd, pozitivné definitnd bilinedrni forma, L omezeny linedrni
funkciondl na Hilbertové prostoru V. Pak

(P) a(u,v) = Lv) YveV (variacni formulace, Galerkin) (32)
<~

(P") Fu)<FWw) YveV, kde (Ritz) (33)

Fv) = %a(v, v) — L(v) ... energeticky funkciondl (34)

Dikaz 1. Necht u tesi (P), v € V' libovolné.
Polozme w=v—-—uweV.Pakv=u+wa

Fv) = %a(u+w,u+w)—L(u+w):

_ %a(u, u) = L(u) + a(u, w) — L(w) + %

g

F(u) = O(u tesi (P))
= F(u)+ %a(w, w) .

a(w,w) =

Protoze a( .,.) je pozitivné definitni, je posledni ¢len kladny pro kazdé nenulové w, tedy
F(u) < F(v) YoeV.

2. Necht u fesi (P’), v € V' libovolné.
Polozme ¢(t) = F(u+tv) > F(u) =¢(0) Vte R = ¢ md minimum v bodé ¢t =0, ale

g(t) = %a(u +tv,u+tv) — L(u + tv) = %a(u, u) — L(u) + t(a(u,v) — L(v)) + %tQa(v, v),

t.j. g je kvadraticky polynom v ¢, 0 je jeho stacionarnim bodem:
0=24'(0) =a(u,v) — L(v), a tedy

a(u,v) = L(v) YoeV.

O Je-li tedy af( .,.) symetrickd, pozitivné definitni bilinedrni forma, L omezeny funkcionél na
V' (V Hilbertuv), pak u € V fesi (P), pravé kdyz v minimalizuje energeticky funkciondl F.
Rovnost a(u,v) = L(v) je tzv. variacni rovnice pro F. Metody studujici minimaliza¢ni problém
pro F' jsou tzv. variacni metody.

Véta 3.3 Lax-Milgramovo lemma (zobecnéni Rieszovy véty na nesymetrické bilinedrni formy)
Je-li bilinedrni forma a( .,.) omezend a koercivni (V —eliptickd) v Hilbertové prostoru V a L
omezeny linedrni funkciondl na V, pak existuje prdvé jedno u € V' tak, Ze u tesi (P). Navic
plati energeticky odhad

Jullv < C||L|

v+, C >0, konstanta.

Poznamka 3.5 Neni-li a(.,.) symetrickd, nelze ukdzat ekvivalenci (P) a (P’).
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3.6 Prostory funkci

3.6.1 Prostory C*(M)

M C R? podmnozina, C(M) ... linearni prostor funkcf spojitych na M
Piiklad 3.9 C({a,b)) ... n.lLp. s normou napr.

b b 3
1= [ Vr@ide 1= ([ 1r@Rde) 1l = sup 70| = a0

a<z<b

Poznamka 3.6 Konvergence:
a) "silna” konvergence (konvergence v normé)
X oondpy Jlx, {un)iy C X, ue X

lim u, =u (vX) <= lim |lu, —ul[x =0
n—mao n—--auoo

(oznacent u, — u v X ).

b) “slabd” konvergence

X ... nlp., X* dudlni prostor k X, {u,} C X

{unpy ~ue€ X pron —o0 <= VLeX" lim L(u,) = L(u)

n—:uoo

w ... slaba limita posloupnosti {u,} (oznaéend u, — u )
(L€ X* ... spojity linedrni funkciondl na X ).
¢) {un}nly — u = {upn}2, — u :

| L(un) = L(w)| = [L(un — w)| < [|L]|x+[Jun = ullx < Mun —ul|x

(M ... konstanta omezenosti L, viz (24))

Q CR? ... oblast (= souvisld, oteviend mnozina)
CF(Q)) ... linearni prostor funkci k—krét spojité diferencovatelnych na Q, t.j.:

v:RT'—R: D*%eCQ) V| <k
olely

a, _ v v AT T <.
D% = e parcidlni derivace fadu |
1 ... d

d
a=(aq,...,aq), a; € NU{0}... multiindex, |a| = Z a; ... délka multiindexu «
i=1

- N v
Priklad 3.10 o = (1,2), |Oé‘ = 3, D% = m
Vsechny dalsi parcidlni derivace 3. vddu funkce 2 promeénnijch:
a=(3,0) a=(0,3) a=(2,1)
3 3 3
D%:@ Dav:av D%v o

o3 ox3 ~ 9220z,

18
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Linearni parcidlni diferencialni rovnici fadu k£ na () muzeme zapsat ve tvaru

Z aq(z)D% = f(x), an(z) ... funkce proménné z v €.

| <k

Norma na C*(Q):

oller @ = max D™l , (38)
seminorma na C*(Q):
|U|ck(§) = glli?’g HD%HC@ : (39)

Definice 3.5 Rikdme, Ze funkce v md kompakini nosic v S, jestlize

v(z) =0 VreQ\Qy, Qo kompaktni (omezend, uzaviend) podmnozina 2.
Oznac¢eni: suppv ={z € Q, v(z) #0}, Qo =Suppuo.
Priklad 3.11

0 z € (~1,0)
B x z e (0,1)
1) —z+2 z € (1,2)
0 e (2,3)
Q=(-1,3), suppf=1(0,2), Qy=10,2). O

Definujeme: B
Co(Q) ={vech(Q), suwpvcCQ},

Cse(€2) ... mnozina funkei, které maji spojité derivace vsech fadu a jsou nulové vné néjaké
omezené, uzaviené podmnoziny 2. Casto znacime

C°(Q2) =D(R) ... tzv. prostor testovacich funkei
a omezené linedrni funkcionédly na D(Q2) nazyvame distribuce.
Poznamka 3.7 Je-li v € CE(Q), pak D = 0 na hranici Q pro |a| < k.

Poznamka 3.8 Konvergence v C§°(2):
{on} CCRQ), on — ¢, Jjestlize
1. existuje kompaktni mnozZina K C § takovd, Ze

supp e, C K Vn
2. D*p,, — D%p stejnomeérné Vo

sup [D%pn (2) — D*p(2)| — 0.

e

Definice 3.6 Funkciondl F definovany na D() je distribuce, tj. F € D*(Q) <=

1. Flo+v¢) =F(o)+ F(¥),
2. Flayp) =aF(p),

3. Jestlize ¢, — ¢, pak F((pn) — F(gp) .
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3.6.2 Prostory LP

Meli bychom pracovat s tzv. méritelnymi funkcemi a s Lebesgueovym integralem. To ale
neumime. Uvedme nejprve nékolik poznamek.

Pro v € C(f2) je Lebesguetv integrél totozny s Riemannovym.
Rekneme, ze 0y C ) je mnozina miry 0, je-li jeji "objem” nulovy:

|Q|:/dQ:O.
Q

Rikdme, ze dvé funkce se sobé rovnaji skoro vsude (s.v.), jestlize se sobé rovnaji vsude, az na
mnozinu miry 0.

Priklad 3.12 Q omezend oblast, xy € Q, oznacme Ig(v) = / v(x)dz.

Q

vi(z) = 1 Vz e
1 VeeQ, x#xy = Ig(v) = Ig(ve) = Q]

va(z) = 2 x=ux

Poznamka 3.9 Hranice I' = 02 omezené oblasti Q0 je mnoZina miry nule =  Ig(v) =
Io(v) Yv. Napriklad:

b b
QCR', tj Q=(a,b) = Iov) :/ v(x)dz, Ig(v) :/ v(z)de.

Poznamka 3.10 Z toho, Ze funkce je integrovatelnd neplyne nic o jeji hodnoté v bodé xq € 2,
tedy hodnoty funkce v jednotliviich bodech nejsou dobre definovdny.

Vratme se zpét k Lebesgueovym prostorum:
Q) = {v: 0 — R, / [P < o} (40)
Q

L? je tplny normovany linearni prostor, tj. Banachuv, s normou

\|vr\m=\|vrm<m:(/ rv<x>rpdx) C1<p<oo, (41)
Q

Rekneme, 7e v € LP, jestlize ||v||» < 0.

Poznamenejme jesté, ze prostor C(2) je husty v LP(Q), 1 < p < oo, t.j. zhruba feceno:

libovolnou funkeci v € LP muzeme aproximovat libovolné dobte v LP normé funkcemi z C(£2) :
Vo e LP I{v;}2, C C(Q) : |lvi—v|zr — 0 pro i — occ.

Nas bude zajimat zejména L?, protoze L? je Hilbertuv prostor (jediny ze vSech LP prostoru) se
skalarnim soucinem,

(v, w) = / v(@w(@)de, olli@ = ( / U2<x>dx)5 . (42)
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3.6.3 Sobolevovy prostory

Sobolevovy prostory jsou velmi specialni Hilbertovy prostory.
Nejprve musime zobecnit pojem parcialnich derivaci.
Q) C R? oblast ( = souvisla, oteviena mnozina), v € C}(Q) . Integraci per partes dostaneme

ov B Jyp 1
s pdr = /Qvﬁxi de Ve e(y(Q).

(Hraniéni integral vypadne, viz pozndmka 3.7.)

v
Je-li ale v € L*(Q), pak — nemusi v klasickém smyslu existovat. Proto definujeme zobecnénou

0@
derivaci v jako linearni funkcional
v dp
L(p) = =— d Vo € Cy(). 43
()= () = = [vptds e @) (13)

Je-li L omezeny v L?, pak podle Rieszovy véty existuje pravé jedna funkce w € L? takova, ze
L(p) = (w,¢) VoeL®,  tj.

—/vawdw:/wcpdx Vi € Cy(Q)
o Ox; Q

(na pravé strané posledni rovnice je skaldrni soucin v L*(Q)).
Rikdme, ze zobecnénd derivace je z L*(Q), piSeme

ov
=w
8177; ’
¢imz rozumime 5 5
v ' 1
de = — d Vo € Cy(92). 44
Poznamka 3.11 v € C}(Q) ... zobecnénd derivace se rovnd klasické

Priklad 3.13 Q = (0,1), v(x) = 22

| w@etenis = 160 = 520 = - [ #*5E voeo),

per
partes

L(p) = _/O 22/ (r)dr = = — [1‘2gp(xﬂ; —l—/o 2zp(x)dr,

FlweL*(Q) : Lip) = (w,9) Yoeli) = w(x)=2m,

tedy zobecnénd derivace je rovna klasické. U

Definice 3.7 D“v - zobecnénd derivace (slabd, derivace ve smyslu distribuct):

Lg) = Du(e) = (-1 [ oD"pds Ve eci@). (45)

L omezenyj v L* = podle Rieszovy véty 3! w € Ly (0znaéme ho D*v) tak, Ze

(D%, p) = (=1)ll(v, D) Ve e C(Q). (46)
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Piiklad 3.14 |z| je lokdlné integrovatelnd funkce, kterd je v klasickém smyslu diferencovatelnd
ve vSech bodech kromé x = 0. Vypoctéme zobecnénou derivaci (derivaci ve smyslu distribuct).

v(z) = |z|, ¢eCi(R), (a=1...pocitdme 1. derivaci)

twe L’ (R): L(p)=(w,9) VYo e(G(R),

L) & - [ " lel¢ (2)dz = | wet -

:_/0 yx\¢'(x)dx_/+oo \x!@’(m)dx:/o x@’(x)d:c—/;ooa;gp’(x)dx:

—00 0 —00

er 0 +o0
e ol [ oo el + [ pta)de -

partes oo

_ /0 o(x)dz + /OJFOO o(x)der = /0 (=Dp(z)dx + /0+<><> 1-p(x)de =

—0o0 — 00

+0o0o
/ sgnz o(z)dx Vo € Cy(R)(= D) = w(z) =sgnw ... zobecnénd derivace |x|.

o0

Piiklad 3.15 Haevisideova funkce: H(zx)= {

Tw L(p) = (w,¢) Yo €Cy(R)=D .

—+00

L) =— [  H)g(x)dz = / w(z)p(z)ds =

— 00 —00

0 +o0 +o00
- [ H@@i - [ H@ e = [ -
— —lim () + (0),

—+00 +oo —+00

L) =— [ H)g(x)dz = / w(z)p(z)de = / 5(x)p(z)dz = (0)

—00 —00 —00

=  w(x) = H'(z) =0(x)...z0becnénd derivace

Poznamenejme, ze vyhodou distribuci oproti obycejnému kalkulu je, ze kazda distribuce ma
derivaci.

Definice 3.8 Posloupnost distribuci {F,} se nazgvd konvergentni k distribuci F', jestlize
(Fn,0) — (F,¢)  VyeD.
Veéta 3.4 necht F, I\, Fs,... jsou lokdlné integrovatelné funkce takové, Ze F, — I stej-

nomérné na kazdé omezené mnoziné. Pak D*F,, — D*F (ve smyslu distribuct).
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Dukaz
(DYF,, @) = (=D)I(F,, D*p) — (—=1)l*l(F, DY) = (D“F,p) Ve e D.

Napt. a=1 = (F.,¢) — (F', ) kdykoliv (F},, ) — (F, ) stejnomérné.

]
Priklad 3.16 n
Necht = =1,2,...
eeht Inl®) = iz "o L2
1 2 3
J fl(x) 7T(1+£L'2)7 fQ('x> 7T(1+4ZL’2), f3($) 7T(1+9,I’2)’

Ukdazeme, Ze posloupnost f,(x) konverguje ve smyslu distribuct k Diracové §— funkci 6(x). Necht
@ je testovact funkce. Musime ukdzat, Ze

+°° fo(@)p(z)de — ©(0) pron — oo, t.j. Ze
+oo
fa(@)p(z)dz — p(0) — 0 pron — oo.

Vypoctéme nejprve

+o00 +00 n 1 +o0 at ]
n(@)dz = A= = — [arctgt] T =1 V¥neN.
f (x) ! /oo 7T(1 + 712232) v T /oo 14+ ¢2 T [arc g ]—oo n c

Povsimnéte si, Ze plocha obrazce ohraniceného grafem funkce f, a osou x je pro vsechna n
rovna 1.
Pro ¢ € D je tedy

“+o0 “+00

Fa@)p(@)de —o(0) = [ fule) (o) — p(0))da =

= /_a fn<$>(90(l') - 90(0))d$ + _a fn<$)(g0(l’) — gp(O))d]j —+ - fn(x)((,O(fL’) _ 80(0))(113,

a

kde [—a,a] je interval, ve kterém lezi suppy . Tedy

[ h@etan = o) = | [ huwete) - pl0)da] <
<[e [ " wis] +] [ fao)oto) - 0] + [o0) [ sutorae]
) Jim [0 [ fn(x)dfl?’:nlijloo‘so L farctg(na)) %, | =

_ “’fr_()” Jim_ {arctg(—an) ~ lim_arctg(na ] =0,
b Obdobne 1 |p0) [ fulada] 0.

n—:ao
a
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Dostali jsme
+oo a
[ h@e@is - o0)] < | [ fu@)ela) - po)da].
Aplikujeme-li vétu o stredni hodnoté

() < max|p' ()| e 0],

dostaneme

[ su@to@ = popts] < [ 1@ 1o - e0lde < max (9@ [ el

ze(—

Vypocteme posledni integrdl:

xfn(z) = m ... lichd funkce, |xf,(x)| je funkce suddi —
a a a nT
/_a 2 fo(2)]dar = 2/0 2 fo ()] = 2/0 e -
et g1 1
= / —=—/In t]1+a2"2 = — In(1 +a’n?), a ddle
1 mnt nm nm
a In(1 2,2 2
”hl’noo —a [zhu(@)ldz = nlinoo W L,_H 7ar n1£>noo ﬁ =0
+o00 +oo
tey [ fle)p@ds —o0) = [ sz pron — s,

tg. Fn(e) — F(p) VYo eD, atedy fo(x) — 0(x) ve smyslu distribuci.

Poznamenejme, Ze

, n ' 2n3x
o) = (i) ~ sy

F!(x) — 0'(x) ve smyslu distribuct, ale v klasickém smyslu je

i —2n3x
im ———— =
n—-s00 7T(1 + 7]2;[;2)2

O

Necht © C RY. Definujme nyni prostory vsech funkei, jejichz zobecnéné derivace fadu < k

patii do L?:
HY = 0%(Q) = {v € L?, D*v € L? pro |a| < k}.

Tento prostor vybavime skalarnim soucinem

(v, W) = (v, W) = Z /D%Dawdx

la|<k
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108 04 002040.60.8 1
x

. h=g
——

— 5

n=50

Obrazek 1: Posloupnost funkci, které konverguji k Diracové d—funkci

n=10

Obrazek 2: Posloupnost derivaci funkci z obr. 1
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a odpovidajici normou

1/2
1/2 N
lolle = lelle = (0,00 = | 3 [ 0 . (49)
la| <k
Konkrétneé
llv|lo = ||v]|L2 (nulu obvykle vynechdvame),

”“”1:</ {+Z<a>} )1/2 (ol + 1901)

J

ol = (/ { +Z(a) 2(368)}d>/

H* s normou || - ||, je tplny, a tedy Hilbertiv ...  tzv. Soboleviiv prostor.
Nékdy pouzivame také seminormu pro k > 1:

1/2
o= ol = | 32 [ (0%)
|a|=k
Zobecnéni: Definujeme prostor Wk W’“(Q) S normou
1/p
0] lwy = /Z‘Dav dx , 1<p< 0.

la|<k
S touto normou je prostor uplny, tedy Banachuv.
Pro p=2je Wk = H*.
4 Variaéni formulace okrajovych uloh

Resme tilohu
Au = —(at) + b’ +cu=f vQ=(0,1), (50)

u(0) =u(l) =0, (51)
kde a = a(z), b =b(x), ¢ = c(z) jsou hladké funkce, f = f(x) je vhodna dana funkce. Necht

1 _
a(z) > ag >0, c(x)—ib’(x)zO Ve e Q=1(0,1).
Poznamenejme, ze rovnice (51) jsou tzv. homogenni Dirichletovy okrajové podminky.

Rovnici (50) vyndsobime testovaci funkei ¢ € C}(Q) a integruujeme pres Q (aplikujeme per-
partes). Dostaneme tzv. variacni nebo také slabou formulaci dlohy (50):

1
/( cp—l—bugo—l—cugodx—/ fodr Vo e Ch(9). (52)
0
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Oznacme )
a(v,w) = / (av'w' + bv'w + cow)dxr ... bilinedrni forma,,
0
1
L(w) = (f,w) = / fwdz ... linedrni funkcional.
0
Rekneme, 7e u je slabym fesenim tlohy (50), je-li u € H} a plati
a(u,0) = L(p) Vo € Hy(Q). (53)

Poznamka 4.1 Na rozdil od klasického reseni, nemusi byt slabé reseni dvakrdt spojité diferen-
covatelné. Je-li ale dvakrat spojité diferencovatelné, je to i klasické resent, protoZe

1
/ (Au—f)-@odz =0 Vo€ Hy = Au=fvQ atakéu(0)=u(l)=0,
0
protoze u € H} .
Ukazeme, ze diky uvedenym predpokladim:
1 —
a(z) > ag >0, c(r) — 56’(1’) >0 VeeQ=(0,1),
je bilinedrn{ forma a(-,-) koercivn{ (V-eliptickd) na H;:
a(v,v) > ||l Yo e Hy, a>0.
1
Vypoctéme nejprve / bv' vdx . Aplikujeme-li per-partes:
0

1

/0 V' (2) b(z) v(z)dz = [b(z) UQ(C(J)}; — / (V' (z)v(z) + b(x) V' (x)) v(z)dz,

0

Protoze v € H}, je "hrani¢ni ¢len” nulovy. Dostaneme rovnici:

2 -/0 V' () b(z) v(z)dr = —/0 V(z)v?(z)dz Vv € Hy. Tedy

/0 V'(x) b(x)v(x)dr = —/0 %b'(m) v(z)dr =
/0 (bv' v+ cv?)dr = /0 (c(x) — %b’(x)) v?(z)dz >0 Yv e Hy,

1
kde jsme vyuzili predpoklad ¢(z) — §b/ () > 0.

Pro bilinearni formu a(v, w) dostavdame (nerovnost () plyne z Poincarého nerovnosti)

1
> 1

a(v,v) = / (a(¥)? +bv v+ cv®)dr > mina(2)|[V||* ~ zaollv|f =
0 z€Q (*) 2

alv,v) > %HUH’;’ Vo e HY .
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Tedy bilinedrn{ forma a(-,-) je koercivni na H} .

Nyni ukdzeme, ze bilinedrni forma a(-,-) je omezend. Pfipomenme nas problém: Hleddme
u € H} tak, aby

1
olusg) = Lip) Vo € By, Lo = (fiha = | Fida.
0
Pro ¢ = u mame:

allullf < alu,u) = L(u) = (f,u) < [If[Hull < [ A1l

2
lully < —I£1]-
)

Pro bilinedrni formu a(-, -) dostavame:
1 1
la(v, w)| < / lav'w +bv' w4+ cvwldr < c/ (Jo" w'| + W' w| + |vw|)dz,
0 0

kde ¢ = max,e(o1y(a(x), b(z), c(x)). Na kazdy scitanec aplikujeme Cauchy-Schwarz-Buiiakovského
nerovnost:
1/2

[wutte< ([wora) ([ @) =i,

= bilinedrn{ forma a(v,w) je omezend na H}:

1/2

la(v, w)] < c- ol - |lwlly Vv,w € Hy.

Poznamenejme jesté, ze bilinearni forma a(v,w) neni symetrickd, existenci a jednoznacnost
slabého feseni pro tlohu (50), (51) dokazujeme na zdkladé Lax-Milgramovy veéty:

Véta 4.1 (Existence a jednoznacnost slabého teseni ulohy (50))
1 —
Necht a(x) > ay >0, c(z) — §b’(x) >0 Vrel, feLy). Pak existuje prdvé jedno reseni

u € H}(Q) rovnice
a(u,0) = Lp) Ve € Hy(Q).

2
Toto Tesent spliuge ||ully < —||f] -
Qo

V dikazech vlastnosti bilinearni formy jsme pouzili nésledujici lemma.
Lemma 4.1 Necht Q = (0,1). Pak existuje konstanta C' takovd, Ze
lv(z)| < C |, Yo eQ,YvelyQ).

Diikaz Necht z,y € (0,1), v € C}(Q) . Pak

mwzv@»y/EwMt m.w@»sw@ﬂ+/7vat
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Aplikujeme Cauchy - Schwarz- Bunakovského nerovnost a dostaneme

/01 V' (#)|dt < /01 1%dt - /Ol(v’(t))th = |||

Nerovnost |[v(z)| < |v(y)| + |[v/[|* umocnime:
(v(2))* < (Ju(y)| + [[V']1)* = (v(y)? + 2lo)| [[V']| + V112 < 2((v(y))* + V] ),
kde jsme pouzili trik
(A-=B)?>0 = A>-2AB+B*>0 = 24AB < A*+ B? pro A:=|v(y)|, B :=|[V]|.

Integrujeme pres y:
1 1 1
| ey <z [y 2 [Py = 2ol + 2] =2l
0 0 0
1
Protoze / (v(2))*dy = (v(x))?, dostdvdme (Poincarého nerovnost v jedné dimenzi)
0

[o(2)] < V2 Joll; .

Véta 4.2 (Poincarého nerovnost)
Necht Q2 je omezend oblast v RY. Pak existuje konstanta C = C(Q) tak, Ze

lo]] < ClIVoll Vv e Hy(Q).

Z Poincarého nerovnosti plyne ekvivalence norem |- |, a || - ||; na H} :
i = [[Vol[* < [Joll§ = [[o]]* + [[Vol[* < (C* + D[Vl Vv e Hy(Q),

kde jsme aplikovali Poincarého nerovnost: |[v|| < C'||V || = ||v||*> < C?||V v||>. Dostdvdme
nerovnost

i <Pl < (C*+ D) olf, t ol < Pl £ VO2+1 o)y

Dudln{ prostor Hj(Q)]* ... prostor vSech omezenych linedrnich funkcindla na Hj. Obvykle
oznacujeme (H})* = H |
|L(v)]
Ll gy = [l = sup :
(Ho) vEH} |U|1

Zkoumejme nyni piipad b = 0:
1
a(v,w) :/ (av'w +cvw)dr, a(z)>ag >0, c¢(z) >0 Voe(0,1).
0
a(v, w) je symetrickd, positivné definitn{, koercivni a omezend v Hg () , indukuje tedy na H} ()

energetickou normu
10]a = (a(v,0))"2.
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Véta 4.3 Necht a(r) > ag >0, c¢(x) >0 Ve € Q=(0,1), b(z) =0 Vo € (0,1),
f € L* aue H} je slabé resent rovnice (50), t.j.

au, ) = L(p) Vo€ Hy.
PolozZme . .
F(p) = 5/0 (a(¢')? + cp®)da — /0 fedx.
Pak F(u) < F(p) Ve € H), pricemZ rovnost nastane pouze pro ¢ = u .
Priklad 4.1 Napiste variacni formulaci a dokazte existenci reSeni rovnice
" = f v Q=(0,1),

u(0) =u(l) =0.
Zde A(z) =1, b(x) =c(z) =0Vz € (0,1), f€ L(0,1), p €C5(0,1) = ¢(0) =¢(1)=0.

- [ et = [ rwewar = per partes

/1 ' (z) (x)de = /1 f(z)p(x)dz ... slabd formulace.
0 0

alv.w) = [ V@w@ds,  aoo) = [ @@y = I > gl

symetrickd, koercivni (positivné definitni) .
Podle véely o existenci a jednoznacnosti slabého Teseni —>

Jlue Hy(0,1) : alu,) = L(p) VYo € Hy(Q). Navic ||ully < 21| f]]-

4.1 Priklady II

Napiste varia¢ni formulaci a v jednorozmérnych tlohach dokazte existenci slabého feseni dife-
rencialni rovnice. Aproximujte feSeni metodou konecnych prvku.

1. —u" + 4u = cos x, z € (0,m)
u(0) =u(r) =0
2. —((z+ D) +u==x, z € (0,1)
u(0) =u(l)=0
3. —u" 4 2u = %, z € (0,1)
u(0) = u(l) =2
4. —u' —u'=x-1, z e (0,1)
u(0) =u(1l)=0
5. —Au=uz, na Q=(0,1) x (0,1)
u=20 na ['=0Q
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10.

11.

12.

13.

14.

—Au+u=e",

o
on

—Au = 22,

Uu=2x

_u// _ l‘ul — 1.2’
u(0) =u(l)=0

—u" —u +u=sin x,

™ ™

u(-2) =u(3) =0

2 2

—u — %y = 2,
u(0) =u(l)=0

—u" + 5u = 2?2,
u(0) =wu(l) =1
—(e"u) +2u=1,
u(0) =u(1l) =0

—Au =e",
ou

%:
—Au+2u=uz,
u =2

xz

na =(0,1) x (0,1)

na ['= 09
na Q=(0,1) x(0,1)
na ['=00Q
z e (0,1)
oy
IG(—§7§)
z e (0,1)
x e (—1,1)
z e (0,1)

na Q=(0,1) x(0,1)
na I['=00

na Q=(0,1) x (0,1)
na ['=0Q

Nez prejdeme k dvoudimenziondlnim 1loham, zopakujme si

Véta 4.4 (Gauss-Ostrogradského, divergencni)
Necht 2 C R? je omezend oblast s Lipschitzovskou hranici T, uw € H(Q). Pak

ou
 0z;

T je jednotkovd vnéjsi normdla ke T.

dx:/unidS, i=1,2, 7 =(n,ny),
r

Polozime-li ve vété 4.4 wu := v - w, dostaneme

/(avw+awv)dx:/vwnid5, 1=1,2 —
o \0z; Ox; r
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ow
o 0z;

ov
o 0z;

Rozepséano do slozek (2 C R?),

ﬁwdm = /anldS / —vdx w = a—w,
q 011 014

ow
/ a—mwdx /vwngdS / —vdw w = (9_:1:'2’

-——dr = —nqd
anl axl e U@xlnl S /8x1

@ . 8—wdx = /v—ngdS / —vda:

Q 81'2 8%2 81'2

Posledni dvé rovnice sec¢teme a dostaneme
ov Ow Ov Ow ow ow Pw 0w
. . dx = —_— — ds — d
/Q <(9x1 0x + 0xo 5’x2> v / <3x1n1 + 8x2n2> / ((91:1 + ox §> v

/gradv-gradwdm:/vgradw'ﬁdS—/Awmdx ==
) r Q

vdz, v,w € H'(Q) .

Greenova formule

wdx = /vwnidS—
r

dalsi Greenova formule

/Vvadx—/v a—wdS /Aw vde =
T 8”

/Aw vdx——/v awdS—F/VUdex (54)
r 8TL

Priiklad 4.2 Napiste variacni formulaci

~Au = f na QCR?, feL*Q)),

u = 0 na T'=090. (55)

Rownici vyndsobime testovact funkci v € HY(Q) a zintegrujeme:

/fvdx:/(—Au)-vdx:/ a_, UdS—i—/VuVde Vv € Hy(9).
Q Q oo On

Tedy

a(u,v) = / VuVudzx ...symetrickd, omezend, koercivni bilinedrni forma,

= / fodx ... spojity linedrni funkciondl,
Q

= a(u,v) = L(v) Yv € Hy(Q), u ... slabé resend.
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Piiklad 4.3 Napiste variacni formulaci

—Au+u = f na QCR?, ferl*Q)),

Qu ' _ o e T=o9. (56)
on

Rowvnici vyndsobime testovaci funkci v € H'(Q) a zintegrujeme:

/fvdx = /(—Au—l—u)-vdx: /(—Auv—i—uv)dx :/ —a—i UdS—l—/(vuVU +uv)dr Vv € H'(Q).
Q Q Q oo On Q

Tedy

a(u,v) = /(Vu Vv 4+wv)dx ... symetrickd, omezend, koercivni bilinedrni forma,
Q

L(v) = / fodr + / podS ... spojity linedrni funkciondl,
Q o9

— a(u,v) = L(v) Yv e H(Q), w ... slabé reseni.

Priklad 4.4 Napiste variacni formulaci

—Au = f na QCR?, fe L)),

u = g na I'=0Q, g€ LA(I). (57)

Zde u neni nulovd na T. Musime pFedpoklddat, Ze existuje funkce ug € H'(Q) takovd, Zeuy| =g
r

(g je stopa ug na hranici T').
v:H' — L*(T) ... operdtor stop
g je stopa funkce ug € H* na T, t.j. g = yugy . Slabd formulace:
we H' :© a(u,v) = L(v) Vo€ Hy, Yu=4g.
Polozme w := u — uy.

a(v,w) = / VoVwdz = L(v) — a(ug,v), Vv € Hy .
Q

Laz-Milgramova véta = Flw € Hy, které resi nasi dlohu. Vysledné resent je
uU=1uyt+w.

(spliuje puvodni rovnici a yu = g na ).
Reseni nezdvisi na vybéru rozsireni uy hranicnich hodnot g na celé €. 0O
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Priiklad 4.5 Napiste variacni formulaci ndsledugici rovnice vedeni tepla

ou

%—AU = f v QX(O,T), QCRQ, f€L2(Q),
= 0 ... okrajovd podminka
o0 x(0,T)
u(z,0) = wup(x), ze€ Q... pocdtecni podminka
Slaba formulace:
0
u € Hy(Q) - /(—u—Au) vdr = [ fvdz, ve€H,.
o \ 0t Q
Aplikujeme druhou Greenovu formuli a dostaneme
0
/—uvd$+/Vqudx— —vdS /fvdx —
A Q a0 0N
ou 1
a—v dz + a(u,v) = L(v), Yv e Hy .
5 Diskrétni variacni formulace okrajovych iloh
Necht V' je Banachuv, a(u,v) symetricka bilinearni forma na V|
a(u,v) je omezend, tj. IM > 0: |a(u,v)| < M - ||u]] - ||v]| Vu, v € V;
a(u,v) je koercivni:  Im > 0 : a(u,u) > m - ||u||* Yu € V;
L je spojity linedrni funkciondl na V: 3¢ > 0: |L(v)| < c-|v|| Yv e V.
1
F(v) = éa(v,v) — L(v).
Spojity problém:
(P) ?ueV : a(u,v) = L(v) YveV (Galerkin)
(P) ?ueV : Fu) < F) YoeV (Ritz)
Necht nyni V;, C V' kone¢nédimenzionalni, dim Vj, = Ny, {¢1, @2 ... ¢n, } bdze V), =
Np,
veV, : v= Z a; i, € Rproi=1,..., N, linearni kombinace prvku baze
i=1
Diskrétni problém:
(splnéni rovnice v diskrétni Galerkinové formulaci sta¢i pozadovat jen pro prvky béaze):
(Pr) tupeVy : alun,pj) = Lip;) Vi=1,...,N, (diskrétni Galerkin)
(Py) Tup eV, : F(up) < F(un) Yo, €V, (diskrétni Ritz)
Np
Hledejme feseni problému (Pj) ve tvaru u;, = Z a;pi, (t.j. hleddme oy, i =1,..., Np):
i=1

a(z Oéz90z7¢3) = L<30])7 ] - ]-7' . '7Nh7 t.]
i=1

Zaia(%:@j) = L(@])? jzla"'aNh'
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Maticovée

a(pr, 1) alpz, @1) . Q(SONM ©1) Qg L(SOI)
a1, p2)  alwa,2) - alen,, p2) az | | Lig2)
a(SOb QON}L) a’(SOQa @Nh) s a(@Nm @Nh) an, L(@Nh)
tedy R
A-d=b, (59)
kde

N N N
A = (ij)ij=t,Ny  Gig = algj, @), b= (L{g))2y, @ = ().
A ... matice tuhosti.
Za nasich predpokladu je matice A symetrickd a positivné definitni (plyne z V-elipticity).

Reseni problému (P})

Np, Ny, Np N,

a(v,v) = G(Z CVZSOZ,Z%'%’) = Z Z a;oa(ps, p5) = aTAd,
i=1 j=1 i=1 j=1
Np, Np,
Lv)= L (Z ajgoj> = ZonL(go]) =2a'b =
j=1 j=1
1
F(v)= 5 @"AT - a" b. (60)

Véta 5.1 Za uvedenych predpokladii existuje pravé jedno reseni problému (Py,), a tedy i problému

(Ph)-

Véta 5.2 (Odhad chyby - Céa)

V... Hilbertuv, a(-,-) : V. x V — R omezend bilinedrni forma, t.j. |a(u,v)| < M ||ul||v]],
a(-,-) koercivni (V-eliptickd), t.j. a(u,u) > m||u||?, L... spojity linedrni funkciondl na V', t.j.
|L(v)| < allv||, Yo € V. Necht' u je teseni (P), uy 7esi (Py). Pak

M
U= Up||lv =~ — [|U — Vp||v VUp h -
| v < —Ii lv Von € V)

M
Konstanta — nezdvisi na V.

m
Dikaz
a(u,v) — a(up,vy) = F(v) — F(v,) YveV,
vi=wv, = alu,vp) — alup,vp) = alu — up, v, —vp) =0
— a(u —up,vp) =0 Vo, € V3, (tedy i pro vy, —up € Vj) =
a(u — up, vy —up) =0. (61)

Bilinearn{ forma a(-,-) je V-eliptickd = a(u — up,u — up) > mlju — uy||* =

1 2

Ea(u—uh,u—vh%—vh—uh)z||u—uh|| =
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1
E(a(u—uh,u—vh) + a(u — up, vy — up)) > Hu—uth.

1
Aplikujeme-li (61), dostaneme —a(u — up, u — vy) > ||u — up||?, a z omezenosti a(-, ) plyne
m

EHU—WH lu = vpl] = [Ju— ], t.j.

=

||lu — up|| < konst - ||lu —vy|| Vv, €V}, konst =
U

Poznamka 5.1 Je-li bilinedrni forma symetricka, lze ukdzat, Ze v tom pripadé je konst =

| M
—, a tedy dostavame “lepsi” odhad chyby.
m

Uvedme bez diukazu jesté jeden odhad chyby:

Véta 5.3 Necht' u je slabé tesent, uy, jeho aproximace metodou konecénijch prvki. Pak

lun = ulla < ¢ h¥[Jull>.

6 Metoda kone¢nych prvki pro okrajové ulohy
Necht nyni Q = (0,1), b= 0 na Q. Ozna¢me
Au = —(au') +cu= f v (0,1), (62)

u(0) =u(l) =0, (63)

kde a = a(z), ¢ = c¢(x) jsou hladké funkee, a(z) > ag >0, c(z) >0 Q, fc L*(Q).
Variacni formulace:
Tu€ Hy(Q) : alu,p) = (f,0) Yy € H, (64)

kde
a Q) = a U/ u/ + dx f Q)= ] (p(] .
(U, ) /( C’UU)) 5 ( 5 ) / i

Vime, ze existuje pravé jedno fesenf u € Hg(Q) ... slabé fesenf (62), (63). Rozdélme interval
Q=(0,1) : 0=2z9 <z <...,xp =1 a polozme

hj =z —xj1, h=maxh;, K; = (zj1,1;).
j
Resen{ hleddme v kone¢nédimenziondlnim prostoru funkei Sj, ,
Sp={veC=C(Q), v jelinedrnf na kazdém K;, v(0) = v(1) = 0},

v(xr) =ax+ [ ... spravné tzv. afinni funkce pro g # 0.
Ziejme Sy, C H&(Q) .
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Obrazek 3: Bazové funkce prostoru Sy,

Béze S, : mnozina {®;}M 1 C S}, "stanovych funkei”:

=10 17

Libovolnou funkci v € S, 1ze napsat jako linearni kombinaci funkei ®;:

v(x) = z_: v; Pi(z), v =v(x;).

=1

Priklad 6.1
—u"+u=2x, proze(0,1), uw(0) =u(l) =0. (65)

Najdéte slabé Teseni pomoci metody koneénych proku zaloZené na po ¢dstech linedrnich bazovijch
funkcich pro rovnomeérné délend intervalu (0, 1) s krokem h = 0,2 (0,1; 0,05) . Najdéte presné
resent a vypocteéte maximdalni chybu vypoctu v bodech délend.

Presné reseni (vypoctéte si):

2
ety = emotl 4 9

uPT(x):_eQ—l ez —1

Metoda konecnijch proki:
hj=h=0,2 Vj=1,....,5 (M=5),
K1:<0’072>7 K2:<0)27074>7 K3:<074;076>7 K4:<0767078>7 K5:<078a1>

20=0, x1=0,2, 2o=0,4, 23=0,6, x4 =0,8, x5 =1, obecné x,, =k-0,2,k=0,...,5.
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Vypocteme bdzové ("stanové”) funkce 1, ®o, ..., $y (viz 0br. 3):
@1(1‘) =oqr+ (1, x € <0,0,2>, @1(0) =0, @1(0,2) =1 = a;=5, 61=0

Oi(x) =g+ fay, x€(0,2;0,4), ¢1(0,2) =1, $1(0,4) =0 = ay= -5, fo=2
Tedy

Obdobné vypocteme

0 2e(0;0,2) 0 xe(0;0,4)
B Sr—1 z€(0,2;0,4) B br—2 x€(0,4;0,6)
A7) =3 _5r 43 xe(0,4:06) s () 5z +4 z€(0,6:0,8)

0 x € (0,6;1) 0 z € (0,8;1)

0 2€(0:0,6)

Oy(x)={ 5r—3 z€(0,6;0,8)
545 ze(0,8:1)
Variacni formulace:
1 1
[ rupan=2 [(vpts, peci@ @0 =) -0)
0 0
1 1 1
/ —u"pdr = [—u’g@](l) + / u ¢'dx :/ ude =
0 0 0
1 1
a(u,w)z/ (' +us0)d:v—2/ zpde = L(p), Yy e Ci(Q).
0 0
Maticove, viz (59), dostdvame
- =
Ad =Db,
—

A= (aij)?,jzl - ( (9017901))7,3 1 b = (L(%))g 1 o = (alv""a4)T'

1 0.2 0.4
aj; = a(pr,p1) = / ((¢))*+p])dr = / (25+25x2)dx+/ (25+(—bx+2)%)dr = 10.13333333,
0 0 0.2
0.4

1
a1s = ag; = aipa, p1) = / (] phtp1 po)dr = / (—25+(=5z+2)(5bx—1))dx = —4.966666667 ,
0 0

.2

a1z = az = a(ps, p1) =0, ay = ag = a(ps, 1) =0, gy = gz = a(ps, p2) =0,

1 0.4 0.6
azz = a(p2, p2) = / ((h)*+p3)dr = / (25+(5a;—1)2)dx+/ (254 (—52+3)%)dr = 10.13333333
0 0

2 0.4
1 0.6
ags = azgy = a(ps, pa) = / (05 Yo+ps pa)dr = / (—254(—52+3)(br—2))dx = —4.966666667 ,
0 0.4

0.6 0.8

(25+(52—2)%)dz+ / (25+(—52+4)?)dz = 10.13333333,

4 0.6

oo = alpo ) = [ (e rpar = |
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1
azy = agz = aps, pg) = / (05 @) + 3 pa)de = —4.966666667 ,
0

1
gy = alpy, ps) = / ((¢})? + ¢2)dr = 10.13333333..
0

Tedy matice tuhosti A je tridiagondlni, symetrickd, positivné definitni matice:

10.13333333 —4.966666667 0 0

A —4.966666667  10.13333333 —4.966666667 0
0 —4.966666667  10.13333333 —4.966666667

0 0 —4.966666667  10.13333333

1 0.2 0.4
by = L(p1) = 2/ xodr = 2/ 5z2dx + 2/ x(=bx + 2)dz = 0,08,
0 0 0

2

1 0.4 0.6
by = L(ps) = 2/ x podx = 2/ z(br — 1)dz + 2/ x(—=bz +3)dz =0, 16,
0 0.2 0.4
1 0.6 0.8
bs = L(gp3) = 2/ x p3dr = 2/ z(br — 2)dz + 2/ x(—=bx +4)dr = 0,24,
0 0.4 0.6

1 0.8 1
by = L(py) = 2/ xpudr = 2/ z(br — 3)dz + 2/ x(—=bx +5)dxr =0,32.
0 0

.6 0.8

Tedy b = (0,08; 0, 16; 0,24; 0,32)"
Resnim soustavy (59) — existuje pravé jedno — dostaneme neznamé koeficienty

@ = (a,...,04)T = (0.05753111842,0.1012715436, 0.1168752524, 0.08886319940) "

a resent u(x):

oy b = 0.2876555921 x z € (0;0,2)
ar (=52 +2) + an(5z — 1) = 0.2187021259 2 + 0.0137906932 z € (0.2;0.4)
u(z) = (=52 +3) + as(5z —2) = 0.0780185440  + 0.0700641260 =z € (0.4;0, 6)
a3 (=52 +4) + au(5z — 3) = —0.140060265 2 + 0.2009114114 z € (0.6;0,8)
(=52 + 5) = —0.444315997 x + 0.4443159970 z € (0.8;1

Povsimnéte si, Ze napriklad v bodé x = 0,4 jeu(0,4) = 0.1012715436 = ay atd., tedy a; = u(x;).
Pocitdme-li mazimdlni chybu vgpoctu v uzlovych bodech délent, pocitame rozdil |uy,(x;) — oy .
0

Koneénym prvkem (pfesnd definice viz. definice 8.1) obvykle rozumime trojici (K, P, %), kde
K je néjaka uzaviend souvisld mnozina v R?,
P je konecnédimenzionalni podprostor hladkych funkei

(napt. polynomi) na mnoziné K,
> jsou "stupné volnosti” prostoru P.
V nasem piikladé: K = (0,1), P = Sj,... po ¢astech linedrni spojité funkce, tzv. linedarni
konecné prvky, ¥ = {ay, ao, ag, ay}.

Poznamka 6.1 Diferencidlni rovnice, které lze slabé formulovat, maji sudy vdd 2m a slabé
resend hleddme v prostoru H™ (v nasem pripadé je rovnice 2. ¥ddu, slabé resent hleddme v H').
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Obréazek 4: Slabé feseni rovnice (65) a jeho chyba (M=5)
7 Modelovy problém v roviné
Necht  je mnohothelnik. Resme Dirichletovu tlohu:
—Au = f na Q C R? (66)
u = 0 nal’ = 0Q. (67)

Poznamenejme, ze je-li f = 0, je rovnice (66) Laplaceova rovnice a jejim fesenim jsou harmo-
nické funkce. Je-li f nenulové, nazyva se rovnice (66) Poissonovou rovnici.
Variacni formulace:

a(u,v) = L(v) Vv € Hy(2) wu...slabé fesen{

a(u,v) /Vqud:c—/gradu grad v dx,

/ fudx .
Postupujeme obdobné jako pro 2 = (0, 1) .
Rozdélime mnohotihelnik €2 napt. na trojihelniky nebo ctytihelniky, tj. necht
7, = {K} je mnozina uzavienych trojihelniki ... triangulace Q takové, ze

Q= J K, h=dam(K), h:%ﬁ% hi .
KeTy,
Vrcholy trjihelnika K € 7;, ... uzly triangulace 7, .
Predpoklad: Prunik libovolnych dvou trojihelniku z 7}, je bud prazdny, nebo uzel, nebo

hrana a zadny uzel nelezi uvniti néjaké hrany 7y, .
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Obrazek 5: Vlevo piipustna triangulace, vpravo nepiipustna

T}, ...triangulace, k 7, pritadime prostor funkci Sy, ktery obsahuje spojité, poc¢astech linearni
funkce na 75, které jsou nulové na I':

Sp={veC): vielinedrniv KVK €T,, v=0nal }C Hy(Q).

Necht {PZ}Z]\i’i je mnozina vnitinich uzlu , t.j. takovych uzlu, které nelezi na I'. Funkce z Sy,
jsou jednoznacné urceny svymi hodnotami v P;, baze S, ...stanové (pyramidové) funkce:

1 i=j
@hcs o wm=5,={, 157 =
My,
vE Sy, v(x)= Z v; ®;(x), kde v; =v(P;) ... hodnoty funkce v v uzlech.
i=1
Sy, je kone¢nédimenzionalni podprostor Hj(€2) .
Piiklad 7.1  Reste Dirichletovu tilohu
~Au = f vQCR*, Q=(0,1)x (0,1) (68)
u =0 nal, (69)

f(z,y) = sin(m x) sin(ry) + sin(7 x) sin(27y), (x,y) € Q,

metodou konecényjch prvki zaloZené na po édstech linedrnich funkcich, Q2 rozdélte na trojiuhelniky,
které ziskdte tak, Ze kazdy element cétvercové sité s krokem h = 0.2 (0.1,0.05) rozdélite uh-
loprickou pridanim diagondly s kladnou smérnici. OQvérte, Ze triangulace splnuje nase poZadavky.
Vypoctéte L?—mnormu chyby.

Presné reseni:

u(z,y) = (27) 7" sin(rx) sin(ry) + (57°) 7! sin(7z) sin(27y) .

> Nitl:=(x,y)->b*y;
Nit1 = (z,y) — by
> N1t2:=(x,y)->-5*x+b*xy+1;
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Obrazek 6: Triangulace v roviné

NIit2 = (z,y) — =Sz +by+1
N1t3:=(x,y) —>-5*x+2;
N1t3 = (z,y) — —bz +2
N1td:=(x,y) —>-5b*xy+2;
Nit} == (z, y) —» —by+2
N1t5:=(x,y) —>b*x-5xy+1;
Nith = (z,y) - br—5y+1
N1t6:=(x,y)—> b*x;

N1t6 := (x,y) — bz
P1:=plot3d(N1t1(x,y),x=0..0.2,
y=0..x,grid=[20,20] ,axes=normal,color=red) :
P2:=plot3d(N1t2(x,y),x=0.2..0.4,
y=x-0.2..0.2,grid=[20,20] ,axes=normal,color=cyan) :
P3:=plot3d(N1t3(x,y),x=0.2..0.4,
y=0.2..x,grid=[20,20] ,axes=normal,color=magenta) :
P4:=plot3d(N1t4(x,y),x=0.2..0.4,
y=x..0.4,grid=[20,20] ,axes=normal,color=green) :
P5:=plot3d(N1t5(x,y),x=0..0.2,
y=0.2..x+0.2,grid=[20,20] ,axes=normal,color=orange) :
P6:=plot3d (N1t6(x,y),x=0..0.2,
y=x..0.2,grid=[20,20] ,axes=normal,color=blue) :
f:=(x,y)—>0:
P7:=plot3d(f(x,y),x=0..0.2,
y=x+0.2..0.4,grid=[20,20] ,axes=normal,color=yellow) :
P8:=plot3d(f(x,y),x=0.2..0.4,
y=0..x-0.2,grid=[20,20] ,axes=normal,color=yellow) :
P9:=plot3d(f(x,y),x=0..0.4,
y=0.4..1,grid=[20,20],axes=normal,color=yellow) :

P10:=plot3d(f(x,y),x=0.4..1,
y=0..1,grid=[20,20] ,axes=normal,color=yellow) :
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4 fce O,

Obrézek 7: Bazov

Obréazek 8: Kvadratické elementy
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8 Konstrukce prostoru koneénych prvku

Variacni uloha:
tue H (H... Hilbertuv)

a(u,v) = F(v) YveV (napt. V = H}) (70)

kde a(u,v) je néjaka bilinearni forma a F' je linedrni spojity funkcional na V.
Konstruujeme prostor S C V, dimS < co. Co musime védét?

1. Jak vypadaji funkce z S na dané podmnoziné?
2. Jak tyto funkce najdeme?

3. Jak se restrikce funkei na dvou sousednich ”elementech” chovaji na spole¢né hranici?

Definice 8.1 Konecny prvek (Ciarlet 1978) Necht

(i) K C R™ je omezend, uzaviend mnozina s neprazdngm vnitikem a s po cdastech hladkou
hranici (element domain)

(ii) P je konecnédimenziondlni prostor funkci na K (prostor tvarovych funkci — shape functi-
ons)

(iii) N = {Ny, Ns,..., Ny} je bdze P’ (omezené (spojité) linedrni funkciondly nad P). N' =
mnozina uzlovych promeénnych.

Pak (trojice) (K,P,N') se nazjvd koneény prvek.
Bdze {®1, @y, ..., Pk} prostoru P takovd, Ze N;(®;) = &;; se nazyvd uzlova baze P.

Piiklad 8.1 Jednodimenzionalni Lagrangeuv prvek
Konecny prvek (K, P,N), kde K = (0,1), P je mnozina linedrnich polynomai jedné proménné,

N ={Ny,No}, Ni(v) =v(0), No(v) =0v(1) Vo € P
Baze P = {®(x), Da(x)},

Pak
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9 Eliptické parcialni diferencialni rovnice

10 Parabolické parcialni diferencialni rovnice

Resme nyni nésledujici dlohu parabolického typu

w—NAu = f vQAxR., QcCR?, (71)
u = 0 nal' xRy, (72)
u(.,0) = wuy vEQ. (73)

Variacni formulaci jako obvykle ziskdme tak, Ze rovnici (71) vyndsobime funkci ¢ = ¢(x),
takovou, ze ¢ € C}, i.e p je dostatecné hladkd funkce, nulovd na hranici I, zintegrujeme pres
2 a pouzijeme Greenovu formuli:

(ug, @) + alu, ) = (f, ) V@GH&,tGRJﬂ kde

a(’u,w):/Vvadx, (v, w) :/dex.
Q 0

Nasim cilem je tedy resit variaéni tlohu: Hleddme u = u(x,t) € Hy(Q) V¢ > 0 tak, aby

(u, ) +a(u,0) = (f,9) Vo€ Hy(Q), t €Ry,
u(.,0) = v vQ.

Opét 1ze ukézat, ze je-li u klasické TeSeni, je u i slabé feSeni. Naopak, je-li u slabé feSeni a
u e C*Q), t >0, pak u je klasické feSeni .

10.1 Metoda koneénych prvkua pro parabolickou rovnici

Necht Q C R? je omezend, konvexn{ oblast s hladkou hranici T

V prvnim kroku aproximujeme teseni u(x,t) funkei uy(x,t), kterd je pro kazdé pevné ¢
po ¢éstech linedrni funkei na triangulaci 7, = {K} oblasti 2. Prostor Sj, bude opét prostor
spojitych, po trojihelnicich linearnich funkei, nulovych na hranici I' oblasti ). Jeho dimenze je
rovna poctu vnitinich uzla 7, , ozna¢me tyto uzly {P]}jj‘ih1 . Za bézi S}, zvolime opét ”stanové”
funkce:  {®; )4 C Sy, Bi(Py) =0y

Uvedme nejprve slabou formulaci, pti niz diskretizujeme nasi ilohu pouze v proménné .
Jde o tzv. prostorové semidiskrétni problém:

Tup(t) =up(,t) €S, VE>0:
((un)e: x) +alun, x) = (f,x) VX €Sp £>0 (74)
up(0) = vy, (75)

kde vy, € S}, je aproximace funkce v (viz. poc¢ateéni podminka) .
Ekvivalentné

My,
? koeficienty «;(t) :  wup(zx,t) = Z a;(t)®,(z) tak, aby
j=1
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My,

> al0)(, 00 + Dy (all, B = (1) B), k=1L, My,

j=1
CMj(O):’)/j, jzl,...,Mh,

kde 7, jsou uzlové hodnoty aproximace v, funkce v (viz poc¢atetni podminka zadand v Case
t = 0). Maticove:

Bd'(t) + Aa(t) = b(t), t>0, (76)
a(0) = 7, (77)

kde B = (byj), by; = (®;,Px), je tzv. hmotovad matice (mass matrix), A = (ax;), ax; =
a(®;, ®y) je piislusna matice tuhosti (stiffness matrix), b = (by), by = (f, Px) je vektor
pravé strany a konecné a(t) = (ay(t), ..., an, (t))" je vektor hledanych koeficienti.

Poznamenejme, ze v tomto ptripadé jsou matice A a B symetrické, positivné definitni, tedy
existuje B™'. Rovnice (76), (77) miZeme piepsat:

dt)+BtAa(t) = B'b(t), t>0,
a(0) = 7,

Tato soustava ma pro t > 0 jediné feSeni.

Zminme se jesté kratce o nékolika metodach tiplné diskretizace (v prostoru i v ¢ase) nasi
parabolické tlohy.

1. Zpétna Eulerova-Galerkinova metoda
Necht k je ¢asovy krok, U™ € S, aproximace u(t) v case t =t, =n- k.
Metoda spoc¢iva v nahrazeni derivace (uyp,); v rovnici (74) zpétnym diferenénim kvocientem

gtUn — kil(Un . Un71>7
coz vede na ulohu

QU™ x)+aU™x) = (f(ta),x) VX ESh n>1,
UO = Up.

Zname-li uz U™, vyjddifme U™ z této rovnice, a dale vyjadiime U™ pomoci béaze Sj,:
My,
U'(x) =Y af®;(x).
j=1

Pro n—tou iteraci vektoru a” a pro pocatecéni aproximaci o = v dostaneme soustavu
(B+kA)a" =Ba" ' +kb", n>1.

Metoda je numericky stabilni bez ohledu na vztah mezi h a k.

2. Eulerova-Galerkinova metoda vpred
Derivaci (up,); v rovnici (74) nahradime diferenci vpred:

1
atUn — E(Un—H o Un) ]
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Analogicky jako pro zpétnou metodu odvodime vyslednou rovnici pro n—tou iteraci:
Ba"™ = (B —kA)a" +kb", n>0.

Metoda neni pro libovolnou volbu k£ a h numericky stabilni. Jeji stabilita zavisi na nejvétsim
vlastnim ¢isle diskrétniho Jacobidnu.

3. Crank-Nicolson-Galerkinova metoda
Semidiskrétni rovnice je diskretizovana v ¢ase symetricky kolem bodu

1

11 Reakéné-difuzné-konvekéni rovnice

V tomto odstavci se budeme zabyvat numerickym feSenim reakéné-diftizné-konvekénich rov-
nic, presnéji rovnic linearni konvekce a difuze s nelinearni chemickou reakci. Matematicky je
¢asovy vyvoj chemickych nebo biologickych déju popsan parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi
odvozenymi obvykle z hmotnostni bilance.

Uvazujme koncentraci u(z,t) chemické latky, kde z € R je prostorova proménnd, ¢t > 0 je
¢asovd proménnd. Necht h > 0 je néjaké malé ¢islo. Uvazujme prumérnou koncentraci a(z, t)

1 1
na intervalu (x — Eh’ T+ §h>,

2

_ 1 [rhah 1,0
u(x,t) = wlo u(s, t)ds = u(x,t) + ﬂh @u(x, t)+ -

Necht se latka siti médiem rychlosti a(z,t). Z hmotnostni bilance dostdvame

0_ 1 1 1 1 1
au(m,t) =5 [ (x — Eh,t)u(a: - §h’ t) —a(z + §h, tu(z + 5/1, t)
Pak pro h — 0 plati pro koncentraci
0 0
&u(ac, t) + g(a(m‘, tyu(z,t)) =0.

Tato rovnice se nazyva rovnici konvekce.
Obdobné popisme efekt difize. Rovnice difize ma tvar

oyt t) = a% (d(m)a%umt)) :

kde d(z,t) je difizni koeficient.
Koncentrace u(z,t) se také méni vlivem zdroje a chemické reakce, coz zapiseme jako

0
Sl ) = o, tu(e,0).

Zkombinujeme-li efekt konvekce, difiize a chemické reakce, dostaneme reakéné-difizné-konvekéni
rovnici

au(x, t) + %(a(m,t)u(x,t)) = E% <d(x,t)%u(m,t)> + flz, t,u(x,t)). (78)
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Budeme fesit rovnici (78) na intervalu © € R pro ¢as t > 0. Bude dédna poc¢édteéni podminka
u(z,0) a vhodné okrajové podminky.

Rovnici (78) obvykle zapisujeme ve tvaru (vynechdvame zévislost u na z a parcidlni derivace
zapisujeme pomoci indexu)

u + (au), = (duy), + f(u) . (79)

V rovnici (79) predpoklddame, ze koeficienty konvekce a(z,t) a diftze d(x,t) jsou dany a jsou
nezavislé na koncentraci u(z,t), a tedy konvekéni a difizni élen je linedrni.

11.1 Modelova reakcéneé-difuzné-konvekéni rovnice

Zkoumejme nejprve jednodimenzionalni konvekéné-difizni rovnici
Uy + atly = diy, , (80)

kde a € R a d > 0 jsou konstanty, t > 0, z € R, s pocatetni podminkou u(z,0) = ug(z) a s
periodickou okrajovou podminkou

u(z £1,t) = u(z,t). (81)

S touto okrajovou podminkou staci fesit rovnici na intervalu (0, 1) a pak "slepit” x = 0 a x = 1.
Poznamenejme, ze je-li u(z,t) koncentrace, pak integral

M(t) = /Olu(x,t)dx

reprezentuje hmotu na intervalu (0, 1) v case t. Resen{ konvekéné-difizni rovnice spliuji princip
maxima
min u(§,0) < wu(z,t) < max u(§,0), (82)

0<€<1 0<g<1

a tedy konkrétné je-li u(x,0) > 0, pak u(z,t) > 0 pro vSechna x.

Je-li v rovnici (80) a = 0, dostaneme tzv. rovnici vedeni tepla.

V praktickych aplikacich fesime vétSinou vicedimenzionalni dlohy s proménlivymi koefici-
enty. Napfiklad obdoba rovnice (80) ve tfech dimenzich m& tvar

up = (1), + (a2u)y + (azu). = (diug), + (d2uy)y + (d3us). . (83)

Budeme pouzivat znaceni z klasické vektorové analyzy: a - b je Euklidovsky skalarni soucin
vektort a, b € R3,

V = (0,,0,,0.)", gradu = Vu = (ug, uy,u,)",

divergence diferencovatelné vektorové funkce a = (ay, as, ag)T

day | Oa Oy
oxr Oy 0z

diva=V -a

Déle A =V -V je Laplaceuv operator,

AU = Upg + Uyy + Uy,
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Vicedimensiondlni konvekéné-difizni rovnici (83) pak prepiseme ve tvaru
u+ V- (au) =V - (DVu), (84)

kde D je diagonalni matice, D = diag(dy, da,d3) .
Je-li a = 0, pak diftizni rovnice

up =V - (DVu) (85)
je tzv. (vicedimenziondln{) rovnice vedeni tepla.
Uvazujme nyni r chemickych reakci mezi s prvky U;, ¢ = 1,...,s, s koncentracemi u;.

Predpokladejme, ze s prvku reaguje soucasné v r reakcich

il”UZ L i:TZ]Ul, jzl,...,T, (86)
i=1 =1

kde l;;, r;; jsou stoichiometrické koeficienty, k; > 0 je fad chemické reakce a necht rychlost

j—té reakce
S

_ lnj
g;(t,u) = ks (t) [ [ (),
n=1
je pfimo imérna soucinu vSech koncentraci na levé strané reakce. Pro vsechny reakce prvku U;
dostaneme soustavu obycejnych diferencialnich rovnic

T

w(t) =Y (ri = lipgi(tu(t),  i=1,...,s,

=1
kterou pro u = (uy,...,u,)T prepiseme
() = Solt,u(®)).  u(0) déno, (87)

kde S je s x r stoichiometrickd matice a g(t,u) = (g;(¢t,u)) € R".
Spojime-li konvekéné-difizni rovnici (84) s obecnym reakénim systémem (87), dostaneme
obecnou reakéné-diftizne-konvekéni rovnici

0 4

auj%—v-(gjuj) =V . (D;Vu;) + fj(u), j=1,...,s, (88)
kde a; = (a;1, as;, az;)T je vektor rychlosti pro koncentrace prvki u; a D; je odpovidajici diftzn{
matice. Pfipomenime, ze u = (u1, ..., us)" reprezentuje vektor koncentraci prvki, a Ze s rovnic

je "zkaplovano” nelinearni chemickou reakei.
Numerickym fesenim téchto rovnic pomoci metody konecnych prvki se nyni budeme zabyvat.

11.2 Jednodimenzionalni metoda koneénych prvkiu

Pripomenme, ze pfibliznd teseni diferencidlnich rovnic ziskand metodou koneénych prvki jsou
spojita, a tedy umoznuji zjistit pribliznou hodnotu feseni v libovolném bodé dané oblasti a na
jeji hranici.

Necht w"(x,t) ~ u(x,t) je takova aproximace feseni, Ze pro kazdé pevné t lez{ funkce w”(-, t)
v konec¢nédimenzionalnim prostoru funkci. Vybereme v tomto prostoru bézové funkce ¢;(x).
Pak w"(x,t) je linedrni kombinac{ téchto bazovych funkef:

w(z,t) = ij(w)%'(m) :

Béazové funkce volime jako po ¢dstech polynomiélni funkce s kompaktnim nosicem, [2], [8], [7].
Zde pro jednoduchost budeme obvykle volit bazové funkce spojité, po ¢astech linearni.
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11.2.1 Stacionarni tlohy

Pro jednoduchost uvazujme nejprve konvexné—difizni ¢asové nezavislou rovnici v jedné dimenzi
aty = dug, — cu + s(x), 0<z<l1, (89)

s linedrnim reakénim zdrojem —cu + s(x) a konstantnimi koeficienty a € R, d, ¢ > 0. Okrajové
podminky uvazujme napiiklad

u(0) =7,  u(1)=0. (90)

A7z dosud jsme se nezabyvali prostorem funkci, ve kterém hleddme teseni. Klasické reseni
rovnice (89) by vyzadovalo feseni u se dvémi spojitymi derivacemi na intervalu (0, 1). Budeme
resit slabou formulaci problému, [7], [2], [8], [6], [3]. Vyndsobime rovnici (89) testovaci funkei v
splnujici v(0) = 0 a zintegrujeme per partes. Dostaneme

/0 (dug(z)ve(z) + aug(x)v(x) + cu(x)v(x)) de = /0 s(z)v(x)dz .

Toto lze jednoduse zapsat jako
[u,v] = (s,v),

kde skalarni soucin (-,-) a bilinedrni forma [-, -] jsou definovany predpisem

1 1
(w,v) = / wode, |[w,v] = / (dw,v, + aw,v + cwv)dx . (91)
0 0

Prostorem funkci, ve kterém je definovan uvedeny skaldrni soucin (-,-), je prostor Ls[0, 1], coz
je prostor funkei integrovatelnych s kvadratem na intervalu (0, 1), tj. funkei v, pro které je
fol v3dx < oo. Tyto funkce nemusi byt spojité, ale pro jednoduchost budeme piedpokladat, ze
jsou nespojité v nejvyse koneéném poctu bodu intervalu (0, 1). Bilinedrni formu uvazujme na
prostoru

H={v:veC0,1), v, € L,y]0,1]}.

Toto je nejjednodussi piiklad Sobolevova prostoru, viz odstavec 3.6.3. Dalsi podrobnosti najde
¢tendf napt. v [1], [3], [2], [7]. Necht nyni

V={veH:v0)=2}, Vo={veH:v0)=0}. (92)
Slab4a formulace tlohy (89): hleddme u € V tak, aby
[u,v] = (s,v) Yo €. (93)

Resenf u € V tlohy (93) je slabé fesenf tlohy (89). Je-li d(z) > dy > 0 a c(z) — 2d'(z) > 0
na intervalu (0,1), s € L0, 1], pak existuje pravé jedno slabé feseni u € V tlohy (93), viz
odstavec 4.1.

Povsimnéme si jesté specidlniho piipadu, kdy v rovnici (89) je a = 0. Pak bilinedrni forma

1
(w,v] = / (dwyvy + cwv)dx
0

je symericka, positivné definitni, koercivni, omezena a indukuje na prostoru V, energetickou
normu (31), kterou pozdéji vyuzijeme pii odhadech chyby teseni, viz. (97).
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Necht s € Ly[0,1]. Je-li u klasickym fesenim problému (89), (90), pak bude jisté splhovat
rovnici (93), a tedy bude i slabym fesenim. Naopak, je-li u dvakrat spojité diferencovatelnd
funkce a spliiuje rovnici (93), lze ukazat, ze splnuje rovnice (89), (90), tedy dostateéné hladké
slabé feseni je i klasickym fesenim daného problému, [2], [6], [3], [7]. Zduraznéme nicméné, ze
slabé feseni (93) nemusi byt dvakrat spojité diferencovatelné, staci pozadovat u € H.

Homogenni Neumannovu okrajovou podminku wu,(1) = 0 v bodé x = 1 jsme vyuzili
pouze v integraci per partes pii odvozovéani slabé formulace (93). Homogenni Neumannova
okrajova podminka se nékdy nazyva prirozenou okrajovou podminkou. Dirichletovy okrajové
podminky, které musi byt zabudovany do definice aproximacniho prostoru V,, se obvykle
nazyvaji esencialni okrajové podminky. Kdybychom predpoklddali nehomogenni Neumannovy
okrajové podminky, vznikl by ndm pfi integraci per partes dalsi ¢len na pravé strané rovnice
(93).

Piedpoklddejme nyni, Ze numericks aproximace feseni w” je po édstech linedrni. Necht
{20, 21,...,&m}, 2o = 0, 3, = 1, jsou uzlové body sité na intervalu (0,1), H" je mnoZina
spojitych po ¢astech linedrnich funkei na intervalu (0, 1), které jsou linedrni na kazdém intervalu
(z;,zj11). Uvazujme tzv. stanové funkee @;(z) € H", j =1,...,m, pro které plati, ze ;(x;) =
dij (proi = jjed;; =1, proi # jje §;; = 0). Tyto funkce generuji kone¢nédimensionalni prostor
funkei H" | [6], [3], [2], [7].

:\- [rif}) i' \_l. d)m,i
i
T

Zj—l Tyl

Stanové bazové funkce g, ..., o

Necht V" a V! je restrikce V a V), na prostor H".
Numerickd aproximace slabého feseni (93): hleddme w" € V" tak, aby

[w", v"] = (s,0") Vo e VI, (94)

Prostor V" a prostor testovacich funkei VJ jsou navzdjem posunuty o vy, jinak se nelisf.
Metoda koneénych prvkil s touto vlastnosti prostort V" a VI se obecné nazyvd Galerkinova
(Bubnovova—-Galerkinova) metoda.

Prepisme nyni rovnici (94) pomoci bazovych funkef ¢;:

Mz) = ij%(x)

a necht testovaci funkef vy, je také funkce ¢;, j =1,...,m. Z rovnice (94) dostaneme nasledujici
soustavu linearnich algebraickych rovnic pro nezndmé koeficienty wy, . . ., Wy,:
m
Zgoka%oj wk*(&@j), j:1727"'7m7 (95)
k=0

o1



s rovnici pro splnéni okrajové podminky wy = .
Vypoctéme prvky [¢r, @;]. Je-li [k —j| > 1, pak [¢k, ¢;] = 0. Piipustme, ze déleni intervalu
neni rovnomeérné. Polozme

1

1
5 (85 + Aj1) = 5 (@ — 25-1)-

Aj =Tj — Tj-1, hj =

Diskretizaci (derivace jsme nahradili centralnimi diferencemi) ve vnitinich délicich bodech
intervalu (0, 1) zapiSeme ve tvaru, [6]:

@ fu) d < 1 (Lt L )+
O ) = w. w.
oh; s TH Y\ AT A T AL T A

J J J J

. . (96)
+f(Ajwj_1 + 4]’ijj + Aj+1wj+1) = —‘(S, QOj).
6h; h;
Predpokladdme-li, ze také zdroj s(z) je po castech linearni funkef,
s(z) = Z«S‘ksﬁk(ﬂﬁ) ’
k
pak na pravé strané rovnice (96) dostaneme
1 1
7 (8:05) = - (Agsjm1 + dhysi + Bjiasin) -
j j
Zminme se jesté o odhadech chyb feseni.
Necht v rovnici (89) je d > 0 a ¢ > 0. Pak
1 1/2
|||« = (/ (dv? + ch)das) (97)
0
je energetickd norma na prostoru V,. Piipomeiime, Ze ||v|| = (v,v)/? je Lo—norma funkce v.
Lze ukézat, ze bilinedrni forma [, | je omezena:
[v,w] < Cy||v|]«||wl]]s Yv,weVy, Cp>0, (98)
a koercivni
[v,v] > Col|v||? Yo,w e Vy, Co>0. (99)

Poznamenejme, ze v piipadé a =0 je v (98) a v (99) C; = Cy = 1.
Protoze v nasem pifpadé je V" C V a V! C V), ifkdme, Ze nase metoda koneénych prvki je
konformni.

Pro odhad chyby plati v energetické normé odhad

C
=il < S min =o)L, (100
2 vheyh

tedy v energetické normé je pro chybu v — w” uréujici, jak dobfe umime u aproximovat ve V",

Konvergence v energetické normé je prvniho fadu, vyhodou naseho odhadu je, ze plati i pro
nerovnomérné déleni. V Ly normé lze dokdzat konvergenci 2. fadu, [2], [3], [10], [7], [6], [1].

52



11.2.2 Casové zavislé problémy
Uvazujme problém
U + aty = dig, — cu+ s(x,t), O<z<l, 0<t<T, (101)

s danou pocateéni podminkou u(x,0) a s okrajovymi podminkami (90). Na ¢len u; muzeme
pohlizet jako na zdrojovy ¢len, tj. jednoduse misto s dosadit 5 := s — u;. Pro u(-,t) € V pro
viechna t € (0,7) dostaneme slabou formulaci problému (101)

(ur,v) + [u,v] = (s,v) Yo eV, 0<t<T. (102)
Numericka aproximace w"(x,t) musi spliiovat
(wl, v") + [w", v"] = (s,0") VeV, 0<t<T, (103)

a dale pocateéni podminku w”(x,0) = ul(z), kde ub € V" je vhodnd representace funkce
u(z,0).
Rozepiseme w" pomoci bazovych funkef ¢;
wh(xa t) - ij(t)(pj(l‘) ) (104)
=0
koeficienty w;(t) jsou casové zavislé. Diskrétni slaba formulace (103) dava soustavu podobnou
soustave (96), ale na levé strané dostaneme jesté casové derivace, [3], [6], [2], [7]:
1, 1
h_j<wt p5) = @
Oznacime-li w(t) = (w;(?)),2, € R™, pak tzv. semidiskrétn{ soustavu pro homogennf okra-
jové podminky muzeme zapsat ve tvaru, see [6], [3], [7],

Buw'(t) = Aw(t) + Byg(t), (106)

(Ajwyy (8) + 4hjwy(t) + Ajpawyy, (1)) (105)

kde
A= (ajr) = = ([ i) jhmr » B =(b) = ((r:95) 5y (107)

po castech linedrni zdrojovy clen je g(t) = (sj(t));lzl.

Nehomogenni okrajové podminky pridaji dalsi ¢leny k prvni a posledni komponenté g(t). V
teorii kone¢nych prvku se matice B obvykle nazyvd hmotova matice (mass matrix). Matici A
fikdme matice tuhosti (stiff matrix).

Poznamenejme, ze v rovnici (106) bychom mohli aproximovat také derivaci w'(t),

1
() 05) = w5 1)
j

Dostali bychom semidiskrétni soustavu
w'(t) = Aw(t) + Bg(t).

Tento proces nahrazeni Bw'(t) derivaci w'(t) se v literatufe nazyva "mass lumping”, [6]. Muze
mit negativni vliv na presnost feseni.

Pro odhad chyby lze obdobné jako ve stacionarnim ptipadé dokazat v Ly normé konvergenci
2. fddu. Podrobnosti najde ¢tendr napt. v [2], [3], [10], [6].

Poznamenejme jesté, ze dominuje-li v rovnici konvekéni ¢len, muze standardni Galerki-
nova metoda koneénych prvku vést k oscilacim v prostorové proménné. Pak je treba aplikovat
Petrovovu—Galerkinovu metodu, ve které se prostor, v némz hledame aproximaci feseni, nesho-
duje s prostorem testovacich funkei, [6].
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11.3 Vicedimenzionalni ulohy

Standardni reak¢né-difizné-konvekéni rovnici ve vicedimenziondlnim prostoru lze zapsat ve
tvaru

d d
u Y (au)e, = > (ditiy o, + s(2,1) | (108)
k=1 k=1

kde z = (21,...,24)7 € RY. Zdrojovd ¢dst muze obsahovat i nelinedrni reakéni cleny (pak

s = s(z,t,u)) a dalsi nelinearity se mohou skryvat v konvekénim nebo difuznim ¢lenu. Obecny
tvar reakéné-difuzné-konvekéni rovnice je tedy:

ur+ V- (au) =V - (DVu) + s(z,t), (109)

kde a = (ai) € RY, D = diag(dy).
My se omezime na dvoudimenzionalni ulohy, konkrétné na piiklad dvoudimenzionélni rov-
nice vedeni tepla s Dirichletovymi okrajovymi podminkami.

11.3.1 Vedeni tepla ve dvou dimenzich

Uvazujme dvoudimenziondlni rovnici vedeni tepla se zdrojem a s Dirichletovymi okrajovymi
podminkami na jednotkovém ¢tverci.

W = Ugy + Uy, + s(x,y,t) na €,
u(z,y,t) = ur(z,y,t) nal =0Q, (110)
u(z,y,0) = wup(x,y) na 2,

kdet > 0a (z,y) € Q= (0,1)x (0, 1). Prostorové derivace nahradime standardnimi diferencemi
2. fadu na pravouhlé siti a dostaneme linearni semidiskrétni soustavu

w'(t) = Aw(t) + g(t) .

Matice A ma dveé ¢asti, A = Ay + Ay, kde A; "pusobi” ve sméru osy x, As ve sméru osy y. Jak
Ay, tak A, jsou v podstaté matice hodnosti 1.
Proberme si vSe podrobnéji. Uvazujme pravouhlou sit €2, na €,

Qh:{(xiayj):xi:iAl.? yj:]Ayal Sigmlv 1 S] SmQ}a

kde Az = (my + 1)7Y, Ay = (mg + 1)7!. Piedpokladejme, Ze uzly jsou na €2, &islovdny po
radcich, vektory lezi v prostoru RM . kde M = myms. Na Q, definujeme funkci w : Q) — RM
takovou, ze

w=(w,...,wp )" €RY, kde w;= (wij,..., wn,;)" € R™, wy(t) ~u(z;,y;,t). (111)

Oznac¢me I, jednotkovou matici typu m x m, necht B,, je matice diskretizace jednodimen-
zionalniho operatoru difuze pro m vnitinich bodu a pro Dirichletovy okrajové podminky,

-2 1

By = — h ER™™ h=—



Matice A, A;, A, muzeme piepsat ve tvaru
A=A+ Ay, A =1, QR Bu, As=Bu, Q) In,, (112)
kde ) je Kroneckeruv direktni sou¢in. Pro hodnoty na hranici je
b(t) = by(t) + bo(t) € RM

piicemz by (t) ma nenulové slozky Ax~2ur(x + Az, y,t) v bodech (z,y) € Q, které sousedi se
dvéma vodorovnymi ¢dstmi hranice, jinde je by () nulovd. Obdobné be(f) mé nenulové slozky
Ay~ 2up(z,y + Ay, t) v bodech (z,y) € ), sousedicich se dvéma svislymi ¢dstmi hranice, jinde
je by(t) nulova. Necht f(t) je restrikce funkce s(x,y,t) na . Pak

9(t) = b(t) + f(t) € RV (113)

Nyni mame definovény vsechny ¢leny v semidiskrétnim formulaci w’(t) = Aw(t) + g(t). Matice
Ai, As a A jsou symetrické. Stabilitu semidiskrétni formulace v Ly—normé urcéime tedy ze
spektra matice A, [6], [3], [2].

11.3.2 Metoda konecnych prvka
Resme rovnici (109) pro t > 0, pro danou poc¢atecni podminku ug(z) a okrajové podminky
u="0(z) naly, n-(au— DVu) =~ (z) naly, (114)

kde I'g U Ty = 0L je hranice €2 a n je vektor vnéjsi normaly k této hranici.

Nejprve odvodime slabou formulaci (93) pro slabé feseni u naseho problému. Pak budeme
hledat po ¢astech linedrni aproximaci w” tohoto slabého feSeni.

Zavedme Ly—skalarni soucin funkei v, w nebo vektorovych funkef f, g na €

(w,v):/wde, (g,i):/g-idﬁ.
Q Q
Pripomenme, zZe integrace per-partes (Greenova formule) v tomto piipadé davd, viz napft. [2],
[10], [11], [16], [13],
(V- f0) = ~(£.90)+ [ (7 mear.

Necht H je prostor funkci u spojitych na €2, takovyché:QZe Vu € 1y(Q2), dale
V={veH: v=rnaly}, Vo={veH: v=0naly}.
Uvazujme bilinedrni formu (neni symetricka)
[w,v] = (DVw — aw, V)

a funkcional
G(v) = (s,v) —/ yodl.
1N
Rovnici (108) vyndsobime testovaci funkei v € V), zintegrujeme per partes a dostaneme slabou
formulaci dlohy (108), (114):
Hledédme u(-,t) € V tak, aby

(ug,v) + [u,v] = G(v) YveVy, t>0. (115)

35



Mame-li triangulaci €2, je Galerkinova metoda konecnych prvka urcéena vybérem bazovych
funkei. Necht z; jsou uzly triangulace Nejjednodussi béze je tvorena po cdstech linedrnimi
stanovymi (pyramidalnimi) funkcemi ;, které jsou linedrni na kazdém trojihelniku a spliuji

pi(x;) = 0y

Necht v indexovych mnozinach Zy, Z je ulozeno ¢islovani uzli: j € Iy jestlize z; € I'g a j € Z,
jestlize z, € Q U I'y. Formulace metody koneénych prvkiu je nyni analogicka jako v jedné

Wz, t)= ) wit)ey(2), (116)

dimenzi. Polozme

JETUI,
w;i(t) =v(z;) pro je€Ip. (117)
Ostatni w;(t) ziskame vyfesenim semidiskrétni soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic
Y (et == > lpjpilwt) +Glp), €T, (118)
JEIULy JEIULy

s pocdtecnimi podminkami w;(0) = ug(z;), j € Z. Formulace zahrnuje i pifpad, kdy funkce
Y0, 71 definujici okrajové podminky jsou funkcemi casu.

Poznamka k literatuie zabyvajici se metodou konec¢nych prvki
Zéajemce, kteri opravdu pracuji s metodou konecénych prvkiu, odkazujeme na Sirokou skalu li-
teratury. Doporucit lze napiiklad knihu [10], v niz ¢tendf najde jednak zdklady funkciondlni
analyzy, dale metodu koneénych diferenci a metodu koneénych prvku, véetné nékterych tech-
nickych detailu. Mezi matematiky je asi nejpopuldrnéjsi kniha [2], kterd obsahuje velké mnozstvi
matematického aparatu véetné prehledné teorie Sobolevovych prostoru. Obsahuje také velmi
podrobné odhady chyb. K podrobnému studiu teorie Sobolevovych prostoru je urcena kniha
[1]. Zminme se jesté o knize [8], v niz najde ¢tendi konkrétni piiklady predevsim z mechaniky
kontinua a déle velké mnozstvi technickych detailu potfebnych pro algoritmizaci, jako je popis
ruznych tvaru koneénych prvki nebo podrobny popis transformaci na referen¢ni prvky. Jednou
z nejobsahlejsich knih o klasické teorii parcidlnich diferencidlnich rovnic je kniha [11]. Obsahuje
mimo jiné i podrobnou teorii distribuci, véetné Diracovy d—funkce a odvozeni jejich vlastnosti.
Klasickou u¢ebnici numerické matematiky je kniha [13]. Inspiraci pro napsani tohoto piispévku
byla predevsim kniha [6], kterd se mj. velmi podrobné zabyva metodou koneénych prvku a
metodou koneénych objemu pro reakéné-difizné-konvekéni rovnice. Velmi inspirativni je také
kniha [3].

Ve sborniku [7] byl uveden piispévek, ktery struéné popisoval matematické zéklady me-
tody konec¢nych prvku, tak, jak jsou probirany v prednasce Metody aplikované matematiky na
VSCHT, Praha.

12 Viceuroviiové metody

12.1 Metoda prosté iterace

Soustava
Sx

|
=

(119)
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S ... matice tuhosti, symetricka, positivné definitni = vlastni ¢isla A matice S jsou redlna
kladna:
O<)\min§)\§/\max<oo

x feSeni =—> Sx —F =0, a tedy také
x =x — 7(Sx — F) pro libovolné 7€ R. (120)

Metoda prosté iterace:
Déno x(® € RY | 7 € R nenulovy parametr.
Definujeme posloupnost iteraci {x™}>  takto:

x(H) = x(W _ 7(8xW —F). (121)
Jestlize x™ — x pron — oo = x fesi soustavu (119).

Parametr 7 # 0 lze zvolit tak, aby posloupnost {X(") o, konvergovala pro lobovolnou pocateéni
aproximaci x(©).

Oznaéme €™ := x(™ — x vektor chyby n—té iterace. Pak

xm) = (I -78)x™ 4+ 7F
xD _x = T-78)x"™ —x+7F

Na pravé strané rovnice dosadime za (x) z formule (120):

x"D _x = T-78)x" —x+478x —7F + 7F
x" —x = T-718)x" — (I —718)x = (I-78)(x™ —x)
et — (T —78)e™

Tedy
5(n) _ (I o TS)N E(O) 7

kde (© = x(® — x je chyba pocateéni aproximace.
Chceme zvolit 7 # 0 tak, aby

lim [|e™]| =0 pro libovolné £

Rikdme, 7e 7 je konvergentni parametr.
Dostdvame odhad chyby (|| - || je Euklidovskd norma)
™I < 1@ —78)"] - (1]

Veéta 12.1 S symetrickd, positivné definitni.
Parametr 7 € R je konvergentni parametr metody prosté iterace <=

0<71< , Amax Je nejuétsi vlastni cislo matice S. Pro toto T je

)\max

|XT—7S)"||=c"(r), kde 0<c(r)<1,
konkrétné

c(7) = max{|1 — TAmax|, |1 — TAmin|}, Amin  Je nejmensi vlastni ¢islo matice S .

o7



Poznamka 12.1 1. S symetrickdi = (I —75)" je také symetrickd

2. Véta o zobrazeni spektra:
A vlastni ¢islo, B odpovidajici vliastni vektor matice S:  SB =A3,8 # 0
<= [ je vlastni vektor a pn = (1 — 7A)" vlastni ¢islo matice (I —78S)™.
Tedy vlastni ¢isla p matice (I — 7.5)™ spocteme z vlastnich cisel A\ matice S.
3. Spektrdlni polomeér symetrické matice A:

|A| = max i) = p(A),  p;... vlastnd ¢isla matice A .

.....

O iteracnich metodach se 1iké, ze zhlazuji chybu. Ukazeme si to konkrétné na prikladu.
Priklad 12.1 Vratme se k prikladu 4.1:
" = f v Q=(0,1),

[ e = [ e

1 1
a(v,w) = / V' (x)w' (x)dz, L(v) = / f(x)v(z)de,
0 0
a(v,w) je symetrickd, koercivni (positivné definitni) .
Oznacéme Sy, odpovidagici matici tuhosti (h je krok déleni intervalu (0, 1)):

2 -1 0 O
It -1 2 -1 0

Variacni formulace:

Se=nl 0 -1 2 - |
0O 0 -1 2
Jeji vlastni c¢isla jsou
2 4 ., krmh
)\kzﬁ(l—cos/mrh) —Esm %, k=1,2,...,N

a odpovidajici vlastni vek‘tory jsou
o =@y ™ = sinkxin, i=1...N, k=1,....N.

Chybu ™ =x" —x  rozvedeme do vlastnich vektori matice Sy :  Jestlize

N
=3 e, pak
k=1

E(n):(I—TSh (0)_Z€k I—TSh @D(k Zek 1—T/\k)n1/1

Tedy souradnice chyby €© = (eq, ... ,EN) se po n iteracich zméni na souradnice
(e1(1 = 7A)", ... en(1 = TAN)") = souadnice chyby ™ n — té iterace.

Pokud je |1 — 7A;| malé ¢islo, potom j—td souradnice €;(1 — 7A;)™ rychle klesd s rostoucim n.
Rikame, Ze j—ta slozka se rychle tlumd. 0
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13

Agregacni metody

V tomto odstavci se budeme zabyvat pouze dvojiroviiovymi metodami.
Uvazujme problém diskretizovany na triangulaci 7, metodou koneénych prvku. Vysledna
soustava linedrnich algebraickych rovnic ma tvar

Ah Up = bh (122)

a budeme ji fesit dvoujuroviovou metodou.
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